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本 书 共 分 十 四 章 ， 前 五 章 儿 述 图 的 一 般 概 念 与 一 般 往 质 ， 后 九 章 可 
以 说 是 一 些 专门 问题 的 讨论 。 本 书 语言 适 俗 易 慌 ， 编 排 由 浅 入 深 ， 既 可 
作为 高 等 院 校 数 学 专业 高 年级 图 论 选 修 课 和 研究 生 学 习 的 教材 ， 也 很 适 
宜 为 已 学 过 普通 高 等 代数 知识 的 初学 者 自学 图 论 的 读本 ， 书 的 每 章 都 附 
有 难 易 程度 不 同 的 较 多 的 习题 ， 供 教学 时 选用 。 书 中 还 介绍 了 一 些 最 重 
要 最 新 的 成 果 ， 提 出 了 若干 有 启发 性 的 研究 课题 ， 引 邓 了 一 定数 量 的 有 
价值 的 中 外 文 参考 文献 ， 为 图 论 的 深入 研究 指出 了 方向 。 
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前 言 


由 于 计算 机 的 出 现 ， 图 论 获 得 了 迅速 的 发 展 。 近 十 几 年 
来 ， 图 论 逐 渐 受 到 国内 学 者 的 重视 ， 从 事 图 论 研究 的 人 日 益 增 
多 ， 不 少 院 校 增设 了 图 论 课 程 。 流 行 的 图 论 书籍 目前 己 有 好 几 
种 ， 但 对 于 数学 专业 至 今 似乎 还 没有 合适 的 教材 。 国 外 的 几 本 
书 ， 有 的 内 容 过 于 艰深 ， 有 的 内 容 已 经 味 卫 ， 有 的 内 容 过 于 简 
单 ， 均 不 适 于 作 教材 之 用 。 为 了 适应 目前 开设 图 论 课程 的 需要 ， 
有 婚 由 顾 到 教学 的 要 求 ， 能 由 浅 入 次 ， 循 序 渐进 ， 又 照顾 到 学 科 
的 发 展 ， 介 绍 新 成 果 及 新 动向 ， 以 指明 今后 研究 的 方向 ， 使 学 
生 在 学 习 完毕 之 后 能 打下 进一步 研究 文献 、 开 展 科学 研究 工作 
的 基础 ， 作 者 编写 了 《图 论 导 引 》 这 本 书 。 称 为 “ 导 引 *， 就 是 
把 它 作为 一 本 入 门 书 的 意思 。 下 因此， 本 书 也 很 适宜 作 自 学 教 
材 。 作 者 希望 用 较 通俗 的 语言 写 这 样 的 书 ， 使 图 论 这 门 学 科 能 
走出 科学 院 与 高 等 院 校 ， 到 广大 的 数学 爱好 者 和 实际 科技 工作 
者 中 间 去 ， 让 这 门 学 科 在 我 们 国家 应 用 更 广 ， 扎 根 更 深 ， 能 更 
好 地 得 到 苗 壮 发 展 ， 较 快 地 赶 上 或 超过 世界 先进 水 平 。 

全书 共 分 十 四 章 ， 前 五 章 叙 述 了 图 的 一 般 概念 与 性 质 ， 其 
第 一 章 是 基本 概念 ， 介 绍 了 研究 图 论 时 所 遇 到 的 最 基本 的 一 些 
名 词 术语 ， 也 初步 显示 了 图 论 中 的 论证 方法 。 这 是 全书 的 基 
础 。 其 后 各 章 是 分 别论 述 各 个 专题 ， 介 绍 了 在 各 专题 方面 的 一 
些 最 重要 的 成 果 ， 也 有 些 是 最 新 的 成 果 ， 还 有 的 则 指出 了 进 一 
步 研究 的 方向 。 在 章节 顺序 的 编排 上 ， 也 有 一 定 的 理论 联系 。 

每 章 后 面 均 附 有 玲 易 程度 不 同 的 较 多 的 习题 ， 供 教学 时 选 
用 。 习 题 中 一 部 分 是 巩固 性 的 ， 一 部 分 是 发 展 性 的 ， 为 了 掌握 
图 论 的 研究 方法 ， 作 一 定数 量 的 习题 是 十 分 必要 的 ， 特 别 是 有 
些 图 论 的 研究 方向 ， 可 以 由 习题 中 进一步 引伸 出 去 。 
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图 论 的 研究 ， 时 至 今日 其 内 容 已 相当 庞大 ， 在 一 本 书 内 综 
述 其 所 有 方面 是 不 可 能 的 。 加 之 作者 学 识 浅 陋 ， 在 编写 过 程 中 
对 内 容 虽 经 反复 推 项 与 修改 ， 但 错误 与 牙 汤 之 处 在 所 难免 ， 极 
望 读者 不 音 赐 玉 提 出 宝贵 意见 。 又 书 名 叫做 导 引 ， 能 不 能 起 到 
导 引 的 作用 ， 也 望 读者 提出 意见 ， 有 机 会 时 ， 作 者 一 定 乐于 吸 
取 大 家 提出 的 意见 ， 修 改 补充 ， 让 这 本 书 在 群众 的 帮助 下 得 到 
改进 ， 也 让 本 书 的 作者 有 地 在 群众 的 帮助 下 得 到 提高 ， 特 此 预 
致谢 意 。 

本 书 的 初稿 经 华中 师范 学 院 数 学 系 毛 经 中 同志 试 孝 后， 加 
出 了 很 多 很 宝贵 的 意见 ， 配 备 了 很 多 有 价值 的 习题 ， 并 积极 协 
助 本 书 的 出 版 ， 在 此 表示 诚 驳 的 谢意 ! 同时 ， 本 书 的 出 版 还 得 
到 彭 守 权 、 代 志 松 以 及 华中 工学 院 出 版 社 的 同志 们 大 力 帮 助 ， 
在 此 也 一 并 致谢 ! 


作者 
一 九 八 二 年 元 月 于 武汉 


第 一 章 基本 概念 


$1 力 


什么 是 图 ? 这 是 首先 要 加 以 说 明 的 。 客 现世 界 里 若干 事物 
《 有限 或 无 限 ) 或 社会 上 若干 现象 ， 事 物 与 事物 之 间 ， 现 象 与 
现象 之 间 ， 或 事物 与 现象 之 间 有 某 种 联系 。 我 们 楼 研究 这 些 联 
系 ， 从 中 找 出 规律 ， 这 就 是 所 谓 图 论 的 研究 内 容 。 那 么 ， 什 么 
是 图 呢 ? 用 点 表示 事物 或 现象 ， 若 事物 之 间 、 现 象 之 间或 事物 
与 现象 之 间 有 革 种 联系 ， 便 用 一 条 线 把 它们 联系 起 来 。 这 样 便 
形成 一 个 图 ， 玫 示 所 要 研究 的 对 象 及 其 内 在 的 联系 。 下 面 举 几 
个 例 来 说 明 这 个 问题 。 

例 1 七 桥 问题 可 以 说 这 基 一 个 最 古 几 的 例 。 哥 尼斯 侈 
(并 5nzigsberg， 现在 叫 加 里 宁 格 勤 有 一 条 河 ， 河 中 有 一 个 
岛 ， 共 建 七 虚 桥 联系 被 河 隔 开 的 四 块 陆地 ( 见 图 1,1 ) 。 当时 
这 个 城 里 的 人 希 恕 能 做 一 次 散步 ， 从 一 点 出 发 ， 经 过 每 座 桥 一 
次 且 仅 一 次 ， 再 回 到 原 出 
发 点 。 很 多 人 不 断 探索 ， 
但 都 未 能 成 功 , 便 志 请 
教 当时 的 大 数学 家 尤 拉 
(Euler ) 。 龙 拉 的 闻 竺 
( 1736 ) 是 否定 的 ， 认 为 
那样 的 要 求 是 办 不 到 的 。 
为 什么 ? 这 个 问题 可 以 转 
化 为 一 个 图 论 问题 。 首 先 

地 之 间 有 桥 相 联 的 ， 便 将 那 两 
将 四 决 科 地 表 成 四 个 点 ， 各 奖 隐 如 加 1.2) 代 家 原 业 的 四 


之 间 职 一 条 线 。 这 样 便 三 出 
吉庆 地 用 煌 相 联 的 司 况 。 直 起 为什么 万科 说 小 不 可 能 名曲 ! 
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图 1.1 


1.2 医 1.3 
例 2 ”水电 供应 问题 有 三 户 人 家 接受 水 、 电 、 媒 气 供 
应 ， 用 管道 输送 。 若 将 人 家 与 水 、 电 、 媒 气 厂 用 点 表示 ， 管 道 
用 线 表示 ， 便 可 画 出 如 图 1, 3 那样 的 图 
例 38 忽 环 球赛 设 有 六 个 球 
1 2 队 进 行 循环 比赛 ， 每 信 队 都 有 胜 有 
象 。 如 何 把 这 场 比赛 简单 地 表示 出 
来 ? 用 六 点 表示 六 个 球 队 ， 两 队 比 
’ “ 赛 、 一 胜 一 负 ， 我 们 便 用 一 条 带 简 
头 的 线 ， 从 胜 队 引 向 负 队 。 这 也 是 
一 个 图 ( 叫做 有 向 图 ， 见 后 ) ， 这 
场 比赛 便 全 部 用 这 个 图 表示 出 来 了 
图 1.4 ( 这 叫 散 竞赛 矢 ， 见 图 1,4 ) 。 


$ 2 ”有 向 赂 与 无 向 图 


一 般 地 讲 ， 在 某 一 情况 下 ， 两 个 事物 或 两 种 现象 其 间 的 联 
系 是 带 有 倾向 性 的 。 画 出 图 来 ， 线 上 再 加 上 艇 头 表示 这 些 倾向 
性 ， 这 样 的 图 叫做 有 向 图 ， 如 上 上 节 的 殉 1,4。 下 户 的 图 1.5( 二 )》 
也 是 有 向 图 。 疼 1,2、 图 1.3 和 图 1.5 里 的 (一 ) 与 ( 三 ) 都 是 无 向 
的 。 假 使 把 图 1.5( 二 的 顶 O 看 成 -- 棵 树 的 根 ， 带 箭头 的 线 表 
未 这 棵 树 向 上 生长 的 枝 航 ， 或 者 把 线 上 的 箭头 表示 父子 关系 
对 一 个 家 族 画 出 图 来 便 是 这 样 的 图 。 在 一 个 图 里 ， 线 都 不 带 方 
向 的 则 向 无 向 图 。 


4 


从 分 


图 1.5 


§ 3 ”图 的 顶 与 边 ( 呢 ) 


图 里 的 点 叫做 图 的 项 ， 线 叫做 图 的 边 。 顶 集 用 子 表 示 ， 亡 
集 用 已 表示 。 一 个 无 向 图 可 写成 C=(T，B)。 设 顶 集 仍 
用 忆 表 示 ， 带 筋 头 的 线 叫 租 图 的 强 ， 弧 集 用 也 表示 ， 一 个 有 向 
图 便 可 写成 C- (X，U )。 

在 一 个 无 向 图 上 ,一 条 自 顶 x 到 顶 y 的 边 通常 写成 Kx,y]y 
有 向 图 上 的 弧 写成 (x“，2 ) 。 


$4 1 一 一 图 


当 一 个 有 向 图 里 两 项 之 间 按 一 个 方向 最 多 具有 一 条 弧 时 ， 
这 样 的 有 向 图 平常 记 作 G=(X, TT), 称 作 1 一 一 图 。 其 
中 六 是 项 集 ， 了 实际 上 表示 一 种 函数 关系 。 比 如 图 1,6， 两 点 
之 闻 按 一 个 方向 只 有 一 条 弧 。 纺 x 1%,，% ,x。，xix， 都 是 从 
%1 出 发 的 ， 可 以 把 x:、Ys、xs 看 作 顶 x: 的 后 继 顶 ， 记 作 
Tx = {Xs Xa Xe} 
在 一 个 无 向 图 G = 
《 革 ， 瑟 ) 里 或 有 向 图 x 
C=(XY LU) 里 ， 
除 所 给 的 顶 集 羡 里 的 项 
之 外 ，G 不 再 有 其 他 的 各 和 
顶 ， 除 上 里 或 U 里 的 边 图 1.8 


或 张 之 外 也 不 再 有 其 他 的 边 或 弧 。 当 我 们 把 一 个 图 画 在 平面 上 
时 ， 图 里 所 用 的 线 当然 不 一 定 全 是 直线 。 也 可 能 出 现 边 与 边 
(或 弧 与 弧 ) 之 间 再 有 其 他 非 顶点 的 交点 ， 我 们 决 不 能 把 这 些 
点 也 夏 作 是 图 的 顶 。 一 个 图 ,顶点 的 个 数 记 为 n= | 下] 或 1C1， 
称 为 图 的 阶 。 边 数 记 为 m = 1E1。 这 里 的 “|S1 ”表示 集合 S 
里 所 会 元 素 的 个 数 。 


3 5 平面 图 与 非 平面 图 


一 个 图 G = 天， 互 ) 本 身 就 是 一 个 想像 中 的 图 。 为 了 直 
观 ， 便 于 研究 ， 往 往 把 一 个 图 三 在 平面 上 比如 一 张 级 上 ) 。 
在 画 的 时 候 往往 产生 边 与 边 〈 或 弧 与 弧 ) 之 闻 有 非 顶 点 的 交 
点 。 这 种 点 ， 有 时 可 以 各 免 ， 有 时 不 能 避免。 
例如 完全 四 点 形 ， 粱 平常 的 画 法 似乎 边 [xi， xs] 与 
边 [xs。，x4] 之 间 必 有 交点 ， 如 图 1.7( 一 ) 那 样 。 不 过 ， 当 我 
们 把 图 画 成 (二 ) 那 样 时 ， 那 个 交点 就 各 免 了 。 
可 是 有 些 图 ， 当 画 在 平面 上 的 时 候 ， 非 顶点 的 交点 无 法 避 
免 例如 完 多 五 点 形 ( 记 作 Ks。 一般， "个 顶点 、 顶 点 之 问 
不 一 切 可 能 连 的 边 都 
存在 的 图 称 为 完全 
# 点 形 , 记 作 K，)， 
当 把 它 画 在 平面 上 
的 时 候 ， 边 与 边 之 
间 非 顶点 的 交点 是 
无 法 吉 免 的 〈 见 图 
1.8)。 又 如 上 面 讲 
的 那个 水 电 供 应 图 
《图 1.3) 也 是 这 样 ， 
画 在 平面 上 的 时 
个 ， 边 与 边 之 间 的 


非 项 点 的 交点 也 是 无 法 避免 的 ( 见 图 1.9 ) 。 


{~) (=) 


1.9 
由 此 可 知 ， 我 们 想像 中 的 图 有 些 可 以 画 在 平面 上 ， 使 边 与 
边 《 或 弧 与 弧 ) 之 间 不 再 有 非 顶点 的 交点 ! 有 些 这 样 的 交点 郝 
无 法 吕 和 免 。 前 一 类 的 国 我 们 说 它 可 以 供 在 平面 上 。， 称 为 洗面 
页 。 后 者 ， 叫 敏 非 平面 图 ， 也 就 是 说 这 类 图 是 不 能 谍 在 平 丙 上 
的 。 一 个 图 究竟 是 平面 的 还 是 非 平面 的 ， 是 有 一 定 的 规律 的 
〈 兄 第 四 章 ) 。 


56 项 点 次 做 


已 给 图 G =( 关 ，E) ， 在 一 项 * 上 边 的 个 数 记 为 de (x》， 
称 为 预 x 的 次 数 。 于 此 ， 有 下 

定理 1.1 Bdelx}= 21E|= 2mo (1) 

xEX 

证 ”每 条 边 有 二 项 ， 计 算 次 数 时 。 每 条 边 在 其 端点 各 记 一 
次 ， 故 上 式 成 立 。 《证 毕 》 

车 已 给 有 向 狠 G =《( 头 ，U ) ， 在 任 一 顶 x 上 的 弧 有 的 自 
向 外 发 出 ， 有 的 自 其 他 项 发 入 顶 x。 自 x 发 出 的 弧 的 个 数 一 般 
记 作 dé#(x)， 称 为 出 次 ， 自 外 面 发 向 x 的 张 数 记 作 ds( x )、 
称 为 入 次 。 但 下 式 是 成 立 的 

delx) = dt(x) tda(x) 

在 有 向 图 上 对 于 这 个 de(x)，( 1 ) 式 总 是 成 立 的 。 

仿 此 ， 自 顶 %; 到 顶 <; 的 弧 的 条 数 记 作 dx，，xi) 。 
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推理 1.1。 在 一 个 网 G = (六 .已 ) 里 , 奇 次 闫 的 个 数 是 但 数 。 
证 自 (1 ) 式 来 看 ， 右 端 是 一 偶数 ， 故 自 左 端 来 看 ， 奇 次 
顶 的 个 数 应 是 偶数 。 因 为 只 有 偶数 个 奇数 的 和 才能 是 得 数 。 
《证 毕 


3 7 部 分 图 与 子 图 


一 个 图 当 已 知 其 顶 集 和 = {x1，x2，…，x。} 时 ， 任 取 
点 对 (xi，2Y，)》， 可 能 在 二 顶 x,，x; 之 间 有 边 相 联 或 有 
著 干 条 边 联 此 二 顶 。 也 可 能 顶 集 区 分 成 若干 组 ， 每 一 组 中 的 
顶 可 以 相 联 ， 即 自 一 点 到 另外 任 一 点 总 可 有 边 ， 一 边 一 边 地 
联 不 去 ， 但 组 与 组 之 间 的 点 则 不 能 如 此 。 如 图 1.10 所 示 ， 其 中 
(一) 是 相 联 的 ，( 二 ) 也 是 相 联 的 。 比 如 在 图 1,10 的 (一 ) 
中 ， 自 x :到 x,， 由 Xx; 到 x 有 边 相 联 ，x1 到 Xx。、xs 到 x: 都 有 边 
相 联 ， 这 样 便 可 自 *, 一 这 一 边 地 联 到 x*,。 在 图 1.10 的 《 二) 
里 每 两 点 之 问 也 可 以 这 祥 一 边 一 边 地 联 过 去 。 但 《一 ) 中 任 一 
点 到 (二 ) 中 的 任 一 点 便 不 可 能 一 边 一 边 地 联接 起 来 。 在 图 1,I0 
星 还 出 现 这 样 的 边 ， 它 起 于 一 个 顶 又 加 到 这 个 项 。 这 样 的 边 中 
做 环 。 又 在 图 1, 10 里 有 的 两 点 之 间 出 现 不 只 一 条 边 ， 我 们 把 这 
种 图 叫 微 多重 图 。 如 果 两 点 之 间 最 多 有 # 条 边 ， 我 们 就 把 这 样 
的 图 叫做 六 一 一 量 的 多 量 图 。 或 简称 2 一 一 图 。 


《一 ) (=) 
图 .10 
著 一 个 图 无 环 ， 又 p= 1 ， 刚 我 们 称 这 样 的 图 为 单纯 的 。 


若 在 顶 x 上 有 环 ， 那 么 这 个 顶 的 次 数 便 允 计算 两 次 。 . 

一 个 图 假使 其 中 任意 二 项 <、?， 总 可 陆续 有 边 白 * 联 到 
3， 这样 的 图 称 为 是 联接 的 。 如 图 1.10 的 (一 ) 和 (一 ?分别 
都 是 联接 的 。 但 车 把 (一 ) 和 (二 ) 合成 一 个 图 看 ， 则 这 个 图 
便 是 不 联接 的 。 

一 个 图 G =《 久 ， 玉 ) 分 成 几 部 分 ， 每 部 分 都 是 联接 的 ， 
但 部 分 与 部 分 之 间 不 相 联 接 ， 每 个 联接 的 部 分 称 为 原 图 G 的 联 
接 的 分 子 图 。 如 图 1. 10 中 的 (一 ) 和 ( 二 ) 都 是 这 个 图 的 联接 
分 子 图 。 

在 一 个 图 G =《 XX, 巨 ) 早 任意 取 出 顶 集 4 呈 了 ， 及 顶 集 4 
里 出 现 的 所 有 的 边 ， 则 顶 集 4 和 这 些 边 也 构成 一 个 图 。 其 顶 各 
这 都 含 在 原 图 GG 内， 称 为 原 图 的 子 图 ， 一 般 记 作 G4。 著 任 取 
边 集 的 一 个 子 集 F CE， 作 图 (六 ， 政 》 ， 则 这 个 图 称 为 原 
图 的 部 分 图 。 子 图 是 就 项 而 言 的 ， 部 分 图 则 以 边 集 为 主 。 子 图 
的 部 分 图 或 部 分 图 的 子 图 称 为 原 图 的 部 分 子 图 。 

二 顶 之 间 有 边 相 联 ， 则 这 二 顶 称 为 想 爸 。 二 边 如 有 公共 的 
顶点 ， 则 这 二 边 也 称 相 邻 。 


8 8 图 的 矩阵 表示 


已 给 图 G =《 于 ，EE ) ， 可 作出 所 请 图 G 的 相 邻 第 阵 来 表 
达 这 个 图 ， 即 取 图 的 = 个 顶 作为 行 与 列 ， 作 ? 阶 矩 阵 〈《ei，) 
如 果 在 顶 ;与 顶 x; 之 间 有 r+ 条 边 , 即 m(x:,，x;) =r， 便 
在 矩阵 的 (i，i ) 位 置 上 写 上 "*， 即 矩阵 的 元 素 c:;=r。 这 
料 的 答 阵 充分 表达 了 图 上 顶点 相 邻 的 关系 ， 称 为 图 C 的 相 邻 答 
踪 。 例 如 图 1.10， 它 的 丰 邻 怎 阵 便 是 如 下 示 之 矩阵 4。 这 是 一 
个 对 称 的 非 负 整 矩阵 ， 其 元 素 的 值 不 超过 旭 ， 主 对 角 线 上 的 元 
素 表示 环 的 个 数 。 如 果 图 无 环 ， 主 对 角 线 上 的 元 素 便 全 都 是 0。 
如 果 图 分 成 几 个 不 相 联接 的 联接 分 子 图 ， 它 的 相应 的 相 邻 矩阵 
便 分 成 互 不 丰 交 的 刀 块 。 


和 1 Es Xs Ks Xs Xa Xi Xe XXL Ly 
x /010001311:0000 
x 1010000:0000 
xs O01l111020:0000 
xz 00D1010030000 
xz 0001001:0000 
4 去 iosaooobsiooon 
X7 10001203000 0 
xz 0000009 0:0 122 
x | 0000000:71110 

xiil 0 0 0 00i2 101 | 
x 0 00 no;i20 10 


在 有 向 图 G = ( 关 , 品 ) 中 到 ai; = d(x%,，%; )， 即 自 顶 x 
到 顶 x; 的 弧 的 个 数 。 璧 如 下 图 1.11 和 它 的 联系 矩阵 了 ， 这 当 
然 也 是 图 1.11 的 相 邻 算 阵 。 当 图 分 成 元 个 联接 的 分 子 图 时 ， 它 
的 联系 矩阵 也 就 分 成 相应 的 几 个 互 不 相交 葛 分 其 ， 邵 几 块 互 不 
相交 的 子 和 抢 阵 。 


区 | Xe Xs XX, Xs Xe 
010 0:0 0 
1 0 
0 0 
0 0 

1 


oo 


0 


图 1.11 


有 时 也 把 图 G = 义 ， 太 ) 的 边 编 起 号 码 ， 以 顶 为 行 ， 以 
“ 边 为 列 写 出 相应 的 甜 阵 (a; , 》 ， 其 中 i、j 表 示 第 1 顶 上 的 第 j 
这 ， 


0 


/+1 当 x;E€ei 时 
2 0 当 x, 冬 e, 时 


在 有 向 图 G=〈( 基 ，U ) 由， 其 相应 的 朱 降 记 为 (pi;)， 


其 中 ， 
f + 1 当 x 1 是 xi 的 起 点 时 
ET 当 xi 古 4; 的 终点 时 
0 当 x ,入 是 时 


这 样 的 答 阵 叫做 项 县 结合 矩阵 。 司 如 上 面 画 的 有 向 图 1.11， 它 
的 项 弧 结 合 矩 阵 便 是 下 边 的 矩阵 好 。 像 这 样 的 抵 阵 ， 其 形式 有 
一 个 重要 特点 ， 就 是 它 的 元 素 都 是 0 或 + 1 或 - 1 ， 而 且 每 一 
列 上 有 两 个 非 零 元 素 ， 一 个 是 + 1， 一 个 是 - 1。 


HW Ha Ha Hs WB We 


x :1-10000 
xs -1:1.:1-100 
M2 00-10.:10 
000:1-10 
xj 00000.1 
oooooai 


$ 9 链 与 图 ， 路 与 回路 


已 给 无 向 图 G = XX，E ) ， 假 使 自 一 顶 x。 可 有 边 不 断 相 
联 ， 联 到 顶 xp。 如 在 图 1.12 取 

= [xielxaesxaerxye12X0 
其 中 x,、x: 是 e1 的 两 个 端点 ，x;、*s 是 es 的 两 个 端点 ,如 此 
等 等 ， 这 个 点 边 所 成 的 序列 表示 图 里 一 个 构 形 ， 它 起 于 x: 上 于 
%o， 称 为 图 G 的 一 条 链 。 中 间 共 经 过 四 条 边 ， 我 们 便 说 这 条 链 
的 长 为 4 。 一 条 链 上 如 果 没有 重复 的 项 ， 便 称 这 条 链 是 韦 级 
的 。 上 面 询 出 的 链 便 是 一 条 长 为 4 的 初级 链 。 

又 如 下 面 的 链 


下 = [XIElX2C2X3Es ResX1] 
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加 1.12 


它 的 起 点 和 终点 合 而 为 一 ， 这 样 的 榴 形 称 为 一 个 辆 ， 中 间 经 过 
四 条 边 ， 我 们 称 它 的 长 为 4 。 除 两 个 端点 相 重 台 外 ， 中 间 没 有 
其 他 重复 的 项 ， 我 们 称 这 个 圈 是 初级 的 。 
又 如 
Ri =TX1e1X2B2XsebXnei15XpG1iX5E11XeCaX366X463 吧 1 
Ha= [XielXsesXseeX eX 
都 是 图 ， 但 后 者 为 初级 ， 前 者 
出 否 。 
在 有 向 图 上 与 链 和 图 相对 
应 的 概念 是 路 和 回路 。 设 自 有 
向 图 的 一 个 项 ， 德 弧 的 正 向 前 
进 ， 连 续 不 断 地 到 达 另 一 个 
顶 。 如 图 1.13 中 的 序列 
[x idoxsts%st Xs) 图 1.13 
其 中 每 一 项 是 在 前 面 那 条 统 的 终点 ， 是 在 后 面 那 条 弧 的 起 点 ， 
这 样 的 构 形 称 为 有 向 图 的 一 条 许 。 假 使 一 条 路 的 起 点 和 终点 相 
合 ， 便 是 一 条 回路 或 称 有 向 圈 。 如 序列 [x iuzxsuoxousx1] 便 
12 


是 一 个 有 向 图 。 如 果 路 或 有 向 图 上 没有 重复 的 点 ， 这 样 的 路 
和 有 向 图 称 为 是 初级 的 。 记 一 条 链 (路 ) 或 图 ( 回路 ) ， 有 时 
把 它 所 经 过 的 边 ( 弧 ) 咯 去 不 记 ， 只 按 序 把 它 所 经 过 的 项 记 下 
来 。 


(一 ) (=) 
图 1.14 

如 图 I.14 (一) 中 ， [xs%ixexsx1] 是 一 条 自 xs 起 到 %) 
长 为 上 的 一 条 路 。 [xi24xsxsxs%1] 是 一 条 长 为 5 的 有 向 图 ， 
这 个 图 过 每 个 顶 一 次 且 仅 一 次 。 在 图 1, (二 ) 中 ，xi 上 四 条 
红 都 是 外 向 的 ( 即 结 (xi)= 4，d5(xi)=0)， 故 不 可 
能 有 有 向 图 包含 所 有 的 项 点 。x:x4xsYaxs 仍 是 一 条 过 每 个 顶 
一 次 长 为 4 的 路 。 


810 图 的 局 构 

两 个 无 向 单纯 团 G1= (XX!,， El)、G:= (XX BE,), 
车 这 两 个 图 的 项 点 间 有 1 一 1 的 对 应 关系 ， 且 在 这 种 对 应 下 保 
持 “ 相 邻 ” 的 关系 不 变 ， 则 这 两 个 图 称 为 是 加 掀 的 ， 记 作 

G6, 

两 个 图 同 构 时 ， 将 相对 应 的 点 取 相同 的 顺序 ， 则 这 两 个 图 的 相 
邻 年 阵 实 际 上 是 一 样 的 。 

向 构 的 图 ， 表 面 看 起 来 好 像 不 一 样 ， 但 由 于 我 们 研究 的 是 
顶 边 之 间 的 联系 ， 从 中 找 出 规律 ， 因 而 向 构 的 图 在 图 论 中 是 一 
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样 的 。 如 左 图 1.15 中 
有 和 的 商 个 图 ， 看 起 来 似 
因 | 平 很 不 一 样 ， 可 是 这 
. ” ”两 个 图 却 同 构 ， 它 们 
Ts . 的 顶 边 之 间 的 联系 确 
图 145 《一 实 也 是 一 样 的 。 

在 图 1.15 的 两 个 图 (一 ) 与 (二 ) 中 取 

XO Ym X38, yd4, Xs 5; yat Gy 
OT, YB 


则 项 边 结合 的 关系 是 一 样 的 ， 其 相 邻 矩阵 同 为 


128345678 
CX) 1/01010100 
GD)2 i101i01000 
x) 8 001101106001 
(yy) 4 10100010 
xs) 5| 0 1000 101 
(ys 6) 10001010 
tx) .7 00010101 
GY) BL oo01l0o1010 

习 是 


1 、 在 如 尼斯 爸 七 构 问 题 中 ， 将 路 径 用 表示 地 域 4、 了 BC、 呈 的 字母 序列 表 
系 。 例如 48 卫 表 示 直 4 到 B 到 DD。 在 序列 中 必须 出 现 几 个 字母 ? 由 确定 每 个 字母 
下 现 的 极 小 次 数 证 明 这 个 七 桥 问 题 是 不 可 能 的 。 

2、 设 在 Na 二 { 0，1，~“、m 一 1} 中 定义 后 继 函 数 为 ; 下 (有 ) 一 (各 
十 1 ) modma， 试 作出 此 函数 的 久 示 ,. 此 图 有 什么 特点 ? 

3、 设 8 一 《请 上 是 ?的 因子 ) ， 在 Ss 中 定义 函 教 P， 开 (上 一 荆 菩 | 是 
间 的 因子 }， 对 ns*13，30，45， 作 出 此 函数 的 图 示 。 此 图 有 什么 特点 ? 


1¢ 


4 设 日 一 {《ol aa ww， as) ci 一 0 或 1， te 1 2， 人 和 
眉 有 为 点 集 X， 两 点 xz= (al，…，ar ) 与 9 一 (DI，…， br) 间 有 一 条 边 相 
违 , 当 上 且 仅 当 存 在 某 个 h( 1 <=sn ) 使 sx 奈 bk ,而 对 其 他 一 切 ; 夺 R(1=51<<n) 
均 有 01 =bi 成 立 。 对 3#= 1 ,2,3， 作 出 相应 的 图 ， 一 般 六 = 记 s 时 ， 图 (X, 忆 》 
的 阶 是 多 少 ? 边 数 是 多 少 ? 这 样 的 图 G= ( Br， 上 ) ， 我 们 称 它 为 n 纵 立方 体 。 

5 、 设 5 为 元 案 集 5 一 {Xi，x2，…，xs }， 取 关 =p (SS)， 即 由 S 的 子 
集 形成 的 集合 ， 任 二 元 素 x，y@ 卸 ， 当 上 且 仅 当 xCy 且 1 一 xz1 二 1 时 ,由 
x 向 y 连 一 条 边 。 这 样 得 到 一 个 有 疝 图 G 一 ( 套 ， 避 )。 对 3=1，2，3 作出 对 
应 的 图 ， 此 十 中 的 图 与 上 题 中 的 图 有 什么 关系 。 

6 、 下 列 各 图 是 平 而 图 双 ? 如 是 ， 作 出 其 平 而 嵌入 ， 如 不 是 ， 斌 述 其 因 。 


1) (2) 

了 、 如 果 G 二 《 区 ， 互 ) 的 顶点 为 xX1，…，xa， 其 次 数 依次 为 41，d4，…， 
ds。 序列 d= ( d1，d2、…，ds ) 称 为 图 G 的 次 序列 。 试 证 ; 非 负 整数 列 (d1， 
d2，*…，9g a ) 成 为 某 个 图 的 次 序列 的 充 要 条 件 是 di 为 偶数 。 

68、 如果 在 图 G= ( 萎 ， 巨 ) 中 分 别 以 93、 从 记 其 最 小 次 数 与 最 大 次 数 。 试 
证 ; 6=<2 m/n<sA。 

9 .如 果 一 个 单纯 图 G 二 ( 咎 ， 已 ) 具有 次 序列 d= ( d1，4d2，“…、d» ) . 则 称 
序列 dm ( di1，da，…、d a ) 为 图 序列 . 试 证 ，( 1 ) 序 列 (7, 6, 8, 4， 
3，3，2 ) 与 (6，6， 5，4，3，8，1 ) 都 不 是 图 序列 ，( 3 ) 如 果 d 


n 
是 图 序列 ， 且 dizdsz…z=de， 列 也 di, 是 个 数 ， 而 县: 
RR ! Ea 
= di=sk(k— 1)+ z= min{d,, A} 
i 了 一 内 十 1 
对 1 二 zn 均 成 立 。( 1960 年 Erdos 和 Galfai 已 证 这 也 是 去 分 条 件 ，》 
10、 设 d= ( d1，da，… ，9， ) 是 非 负 束 数 的 不 增 序列 。 记 d 二 ( dz 一 1， 
4 汉 力 字 列 ， 当 且 仅 当 d 为 


一 1 
图 序 列 。 
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各 、 设 8 一 xl，…，xw } 是 平面 上 的 点 沁 合 ， 任 两 点 间 的 政 离 最 少 是 1。 
斌 证， 到 多 有 3 "对 点 的 耻 离 恰好 为 1。 
22、 单 纯 的 图 G 一 《 和， 吾 ) 的 补 图 6 二 ( XX， 万 ) 是 这 料 的 图 ，( ix4 】 
已 下 ， 当 瑟 仅 当 [ Xi，xji 】 途 避 。 试 证 : 
1El=#1X1 (1 X11) -1El. 
13、 斌 还 ， 如 G 是 不 联接 的 ， 则 瑟 是 联接 的 
14、 斌 证 ;如 G 是 单纯 的 ， 且 其 最 小 次 数 8 满 尼 条 件 ， 
(人 一 1 ， 则 G 是 联 稳 的 。 
15、 试 还 ， 力 G=( 革 、 五 ) 为 联接 的 充 要 条 件 是 对 于 X 的 任 一 个 分 成 二 个 非 空 
集 革 :和 2 的 划分 ， 都 存在 一 条 边 ( x,，x，)】 ,其 中 x;、zx; 分 别 属于 XX 入:。 
18、( 1 ) 试 证 ， 如 G 为 单纯 的 图 、 是 mi > ( “3 1 ) ， 则 G 是 联接 的 。 
( 2 ) 对 #> 1 ， 求 出 ~ 个 非 联 半 的 单纯 图 G,， 使 得 fm 一 (931 ) 。 
17、 试 证 ， 如 果 G 是 一 个 单纯 的 图 ， 具 个 顶点 ，? 个 联 楼 的 分 子 图 ， 则 G 的 
边 数 至 多 为 
到 Cs-2) Cn~pt 1). 


18、 写 出 下 列 各 图 的 相 邻 逢 阵 及 项 边 ( 级 ) 结合 矩阵 : 


19、 试 淄 述 如 何 由 图 上 = ( 半 , EE ) 的 相 孝 和 矩阵 求 出 相应 于 顶点 集 4 侠义 的 于 
图 的 相 邻 算 阵 ? 举例 说 明 ， 

20、 试 说 明 如 何 由 图 G=-( 光 ， 互 ) 的 顶 边 结合 矩阵 求 其 于 图 、 部 分 图 及 部 分 
子 图 的 硕 边 结合 算 阵 ， 举 例 涪 明 、 

21、 试 证 ， 在 有 应 图 G= 《 义 ，U ) 中 ， 如 其 相 邻 短 阵 为 4 一 《sii )， 则 有 


nt a 
BE di). BE i dd (x ) 
j=1 1 
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22， 一 个 图 G 一 { 芋 。 克 ) 被 称 为 是 4 正则 的 ， 如 果 对 所 有 的 xEX、 均 有 
dc 《x ) = 成 立 ， 斌 证， 如 果 4 二 (a1 ，) 是 8 次 正则 单 总 图 C 一 ( 汐 ， 马 ) 的 要 
邻 和 矩阵， 则 .44 的 主 对 角 线 元 诸 均 为 k. 

和 8、 试 证 : 如 4 二 (64 ; ) 是 & 次 正则 单纯 图 G 的 相 邻 矩 阵 , 则 8 是 -4 蕉 特征 根 。 

24、 设 有 向 图 G= 《 XX，UU ) 的 相信 条 降 为 4 二 (11 )， 试 证 ， 如 中 -48 吕 
(oj 人 )》) ， 则 Gi3 全) 一 由 点 到 点 # ;的 长 为 8 不 同 的 路 的 条 数 ( 不 一 定 
为 初级 路 ,最 

25、 设 6 二 ( 六 ， 忆 ) 是 单纯 图 ， 其 最 小 次 数 为 5，8=A， 则 6 中 存在 一 条 长 
为 A 的 初级 链 。 

26、 试 证 明 : 在 一 个 联接 的 图 中 ， 任 二 条 最 长 的 初级 链 均 含有 公共 斋 点 。 

27、 设 点 x，、y 属 于 图 C 一 ( 六 、 忆 ) 的 同一 个 联接 分 子 图 ， 把 6 中 与 y 间 的 
距离 dc ( x，y ) 定义 为 G 中 最 枉 的 自 * 到 > 的 初级 链 的 长 旗 ， 如 果 x、y 不 属于 同 
一 个 联接 分 子 医 ， 则 规定 d6 ( x， ) 为 光 穷 ， 试 证 明 对 中 任意 三 点 x，y，z 均 
有 三 角 不 等 式 成 立 : 

dol x, y)+de( y. zzdc(x， 2), 
28、 图 G==( XX， 包 ) 的 直 芭 定义 为 diam ( G) m max ds (x，y)， 试 下 
A YEX 
明 : 如 diam (6G)>3, 则 diam (G)<93. 

29、 试 证 : 如 果 diam( GG) 二 2， 且 二 ( 革 ，E ) 是 单纯 的 ， 阶 为 m 最 大 
次 数 为 人 人 =n 一 2 ， 则 其 边 数 mm 满 足 m 二 2 5 一 4， 下 

30、 试 证 ， 如 果 单 纯 图 Gw= ( 芒 ， 世 ) 的 最 小 次 数 8 王 2 ， 则 G 中 含有 一 个 长 
度 至 少 为 8+ 1 的 初级 图 。 

31、 图 6 的 围 长 9 ( @9 》 是 6 中 最 答 的 初级 图 长 度 。 如 G 不 售 图 ， 则 规定 G 的 
围 长 为 无 穷 ， 试 证 明 ，《 1 ) 国 长 为 9《( G ) 一 4 的 & 次 正则 图 至 少 有 2 & 个 顶点 。 
《 2 ) 力 长 为 9( G ) = 5 的 次 正则 图 至 少 有 十 1 个 项 点。 

32、 试 证 明 ， 轩 长 为 5 、 直 径 为 2 的 # 次 正则 图 正好 有 3+ 1 个 厌 点 。 旦 对 
he 2 ，3 ， 作 出 相应 的 图。 

33、 试 证 明 ， 如 图 G= 《 XX， 瑟 ) 中 边 教 各 点 数 fg， 则 G 中 含有 一 个 初级 
图 ;如 果 zz=w 4 ， 则 G 中 含有 无 公共 边 的 轩 。 

34、 在 河岸 有 一 只 狼 、-- 只 羊 、 一 梯 白 荣 ， 摆 渡 人 址 把 它们 深 到 对 单 。 可 是 
他 的 船 太 小 ， 一 次 只 能 装 一 样 东西 . 根据 明 玛 的 全 由 ， 获 和 羊 ， 羊 和 白 某 不 能 在 
无 人 监视 的 情形 下 相处 。 问 摆 淡 人 应 如 何 把 它们 深 过 这 条 河 . 
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385、 两 个 人 有 一 个 装 满 8 公升 酒 的 坛子 ， 同 时 分 别 有 3 公升 ，5 公升 容量 的 
空 坛子 ， 朵 他们 海 酒 等 分 的 最 简单 方法 是 什么 ? 

36、 设 在 二 ( ji1 ) 是 有 向 图 G= ( 多 ，U ) 的 顶 弧 结合 瓶 降 。 斌 证， 如 果 图 
G 具 nm 个 顶点 ，f 条 训 ， 则 detM 一 0 。 

37、 试 证 明 下 面 所 给 的 两 个 图 G4 与 Gz 是 不 同 袍 的 。 


38、 证 明 :; 有 11 个 不 相同 的 ， 具 四 个 顶点 的 单纯 图 。 
39、 如 果 单纯 图 G 济 足 GE G， 则 称 G 为 自 补 的 图 。 试 还 : 莽 G 为 自 补 的 图 , 
则 其 硕 点 数 (适合 ，# 三 0.1( mod 4 ) 
四 如 、 设 辕 G 一 【 改 ， 五 ) 与 GI 一 (天 1， 吾 1 ) 同 构 ， 其 相 邻 短 陈 分 别 是 4 及 
.441， 则 存在 一 个 ( 9、1 ) 一 乱 阵 P 僻 得 有 : 已 4P' 一 44 而且 | 了 1 一 1，P 是 
正 交 撼 阵 。 
得 、 试 证 明 下 面 的 两 个 图 是 训 构 的 。 


家 全 


好 、 图 的 自 周 构 是 图 到 自身 的 一 个 同 构 。 

( 1 ) 试 证 : 单纯 图 Gm《 次 ， 忆 ) 的 自 周 构 可 以 看 成 是 在 苹 上 保持 相 邻 关系 
的 一 个 置换 ， 而 且 在 通常 香 换 的 结合 法 则 下 ， 所 有 G 的 自 网 构 形成 一 个 群 TC G》 
( 称 P( GG ) 为 G 的 自 琴 构 群 ) . 

《 3 ) 斌 证， 对 任何 单纯 图 G， 避 与 其 补 图 均 有 相同 的 自 间 构 群 。 

43、 设 章 纯 图 G==《 区 ， 芋 ) 的 相 邻 矩阵 4 具 不 赔 的 特征 根 ， 试 证 ，G 的 自 同 
袍 匀 是 阿 凡 尔 群 


18- 


第 二 章 树 与 树 形 图 
$1 横 


已 给 无 向 图 G= (六 ,， 瑟 ), 设 #=1X| 是 其 阶 ，m 
= |EE| 是 其 边 数 ， 联 接 的 分 子 图 的 个 数 是 p。 一 个 联接 的 
无 环 图 ， 至 少 具 有 两 个 顶点 ， 设 其 上 无 团 ， 出 这 个 图 叫做 插 。 
树 当然 是 一 个 单纯 图 。 

例 六 个 顶点 的 树 可 举 出 如 图 2.1 所 示 的 几 种 。 


| A 人 XX 


图 3.1 


定理 2.1 单纯 无 环 的 联接 图 G =〈 怨 ，E ) 是 树 ， 其 充分 
和 必要 条 件 是 其 中 任 二 点 之 间 有 且 仅 有 一 条 链 相 联 。 

证 ”必要 性 ” 设 图 G 是 树 ， 由 子 联 接 性 ， 任 二 项 *、? 之 
间 必 有 链 相 联 。 但 zx、3 之 闻 不 能 再 有 第 二 条 链 相 联 ， 否 则 图 
将 有 围 。 

充分 性 ” 任 二 点 之 间 有 链 相 联 ， 故 图 是 联接 的 。 图 不 可 能 
有 期 ， 否 则 ， 在 这 个 关上 任 二 顶 之 间 均 有 二 链 相 联 。 

无 环 匹 固 无 弧 立 点 的 图 G=《 义 ， 巨 ) 叫做 林 。 设 图 G 可 
分 成 p 个 联接 的 分 子 图 G1,，G,，…，G，,， 则 据 候 设 每 个 联 
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接 的 分 子 图 将 是 一 棵 树 。G 由 靖 棵 树 组 合 而 成 ， 树 与 耕 之 问 无 
边 相 联 ， 因 此 网 G 称 为 林 。 

定理 2.2 无 环 的 联接 图 G 是 树 ,其 充分 和 必要 条 件 是 任意 
去 挤 一 边 ， 图 被 戎 断 《 即 其 联接 分 子 图 的 个 数 增加 一 ) 。 

证 必要 性 设 e 是 联 x、y 二 顶 的 边 ， 去 掉 e，x、y 二 顶 
将 被 截断 ， 否 则 x 与 > 之 间 应 再 有 链 想 联 ， 于 是 图 便 有 图 ,这 不 
可 能 。 

充分 性 ”去 掉 一 边 图 才能 被 截断 ， 故 图 是 联接 的 。 在 图 上 
必 不 存在 圈 ， 坎 则 ， 在 这 个 亚 上 任意 去 掉 一 边 图 将 不 被 截断 。 
这 和 假设 相 矛 盾 。 故 图 联接 无 图 ， 据 定义 ， 图 是 氏 。 

《证 毕 ) 
定理 2.3 ”无 环 联接 图 G =〈 和， 已 ) 是 树 ,其 充分 和 必要 
条 件 是 m=n 一 1。 (1) 

证 必要 性 ” 设 图 G 是 树 ， 则 G 中 至 少 有 一 个 顶点 x， 其 
次 数 de (x) = 1。 否 则 每 个 顶 的 次 数 是 2 或 大 于 2， 则 在 图 
上 上 可 自任 一 顶 出 发 ， 自 其 一 边 走 到 另 一 项 ， 再 自 这 个 顶 沿 其 上 
的 另 一 边 走 到 另 一 项。 这样 继续 走 下 去 ， 由 于 图 是 有 限 的， 最 
后 或 者 加 到 原 出 发 点 ， 或 者 回 到 所 走路 程 中 的 某 一 点 。 无 论 怎 
样 ， 图 G 将 有 轿 ， 这 不 二 能 。 

设 顶 x 是 图 G 里 次 数 为 1 的 顶 ， 以 下 对 项 点 的 个 数 进行 
归纳 。 当 # = 2 时 ， 此 时 仅 有 一 边 ， 故 (1 ) 式 成 立 。 

设 (1) 式 对 于 8- 工 个 项 的 本能 成 立 。 往 证 对 于 * 个 项 的 
树 ，( 1) 式 也 成 立 。 

据 上 已 知 烦 G 有 次 数 为 1 的 顶 *， 去 掉 x 同时 也 去 掉 顶 x 上 
那 条 瞧 一 的 边 ， 得 图 G 。G' 无 环 联接 ， 无 图 ， 仍 是 一 棵 树 。 
G' 含 一 工 个 项 ， 据 归纳 假设 
应 有 m- 1=(n-1)-1, 

于 是 m=n~- 1, 
郑 ( 1 ) 式 成 立 。 
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充分 性 ” 设 图 G 无 环 联接 且 (1) 式 成 立 。 欲 证 赂 @ 是 树 、 
往 证 其 无 立即 可 。 设 G 有 轿 ， 去 掉 因 上 一 边 ， 此 时 所 得 的 图 
无 环 联接 ， 顶 不 变 ， 但 圈 至 少 少 了 一 个 ， 边 也 少子 一 个 。 继 
续 破 图 ， 直 至 最 后 将 圈 破 完 得 图 G'， 无 环 、 无 图 、 联 接 ，。+# 个 
顶 ， 边 数 m' <m。 图 G “显然 是 一 个 树 。 据 本 定理 的 第 一 部 分 
应 有 #- 1 -=-m’ <<m=#t- 1T， 矛盾。 故 原 图 G 应 无 图 ， 即 原 
图 是 树 。 《证 华 ) 

在 一 个 图 里 一 个 项 * 上 只 有 一 边 ， 即 de(x) = 1， 这 样 的 
顶 叫做 悬挂 顶点 ， 边 叫 悬 挂 边 。 

推理 2.3。 一 棵 树 至 少 有 二 基 持 顶点 。 

证 据 上 章 定理 1.1 有 


Sa (xX) = 2m, 
x€ER 


又 据 本 章 定理 2.3 有 
Dade Cx) 2 Cn- 1)=24- 2, 
x 忆 下 


树 是 无 孤立 硕 的 ， 故 树 中 至 少 有 二 项 其 次 数 为 1。 《证 毕 ? 

遗 者 启 广 意 ， 这 个 推理 的 逆 定理 显然 不 成 立 。 

定理 2.4 ”无 环 的 图 G= (六 ，E ) 是 树 ， 其 充分 和 必要 
条 件 是 在 任 二 顶 之 间 加 进 一 边 之 后 恰好 构造 得 一 个 国 。 

证 ”必要 性 设 图 G= (生殖 ) 是 树 ， 则 图 是 联接 的 ， 
任 二 项 x、y 之 间 有 且 仅 有 一 条 链 相 联 ， 联 边 [x，»] 便 得 一 
疾 ， 且 仅 得 一 个 图 。 

充分 性 ” 设 在 任 二 项 x*、y 之 癌 加 进 一 边 构 造 得 一 个 图 ， 
别 在 原 图 G 中 联 x 与 的， 有 且 仪 有 一 条 链 。 据 定理 2.1, 图 是 
树 。 ‘证 毕 》 


32 器 顶 树 


已 给 无 向 图 C = X， 五 ) 无 环 、 联 接 。 芳 G 无 圈 ，G 本 身 
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便 是 一 党 树 。 若 G 有 图 ， 通 过 玻 闭 法， 逐渐 将 转 破 完 ， 不 减少 
顶点 ， 不 改变 图 的 联接 性 ， 便 得 一 棵 树 。 它 过 原 图 的 每 个 顶 ， 
称 为 原 图 的 路 项 树 ( 或 称 支 择 树 )。 设 原 图 记 作 G = ( 浆 ， 已 ) ， 
路 项 树 记 作 了 = XX， 玉 ) 。 路 顶 树 实际 上 是 原 图 的 一 个 部 分 
图 。 再 作 图 fre=《〈 闷 ， 已 - 己 ) ， 网 了 也 是 原 图 G 的 一 个 部 分 
图 ， 取 原 图 的 顶 集 为 其 项 集 ， 取 至 7 以 外 的 边 为 边 集 。T': 称 为 
与 跨 顶 树 人 相应 的 余 树 。 余 树 不 一 定 是 联接 的 。 由 于 器 顶 树 不 
同 ， 也 相应 地 有 不 同 的 余 树 。 

例 图 2.2 中 的 (一 ) 是 原 图 ，( 二 )、《 三 )、( 四 》 
中 的 实 线 所 表示 的 图 都 是 器 顶 树 ，《 二 ) 、《 三》、《 四 ) 中 
虚线 边 所 构成 的 集合 都 构成 余 树 的 边 集 。 

> 


区 2.2 

者 原 图 不 联接 ， 无 孤立 项 点 ， 分 成 个 联 接 的 分 子 图 ， 则 
其 跨 顶 树 将 是 p 个 树 ， 构 成 一 个 标 ， 称 为 跨 顶 林 。 

定理 2.5 ” 任 给 图 G=( 芒 ，E)， 无 环 ， 无 秆 立 顶 ， 则 
这 个 图 但 有 有 跨 顶 树 或 跨 顶 林 ， 且 

m2n— po 
证 显然 。 
定理 2.6 已 给 无 环 联接 图 G=(X，EE)， 作 出 它 的 路 顶 
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衬 = 〈 太 ， 克 ) ( 瑟 忆 已 ) ， 在 余 树 了 c 中 任 取 一 边 。 加 进 树 
TT， 得 TUe, 这 个 部 分 图 (站 ,下 UU { Te } ) 含 唯一 一 个 初级 图 。 

证 在 Tc 中 任 取 边 e 加 进 T 得 T= (万 ,FU {e}), 将 是 
一 个 会 项 + 边 的 联接 图 ，T Ue 肯定 不 是 树 ， 故 必 会 疼 ， 且 这 
样 的 轿 必 会 e， 以 e 为 其 一 边 。T Ue 中 以 e 为 一 边 的 医 上 只 能 有 一 
个 。 设 41 与 4, 是 7 Ue 中 的 二 图 部 取 e 作为 一 边 ， 则 #41Uk: 将 
在 e 上 上 重复， 去掉 边 
2 结果 仍 是 一 个 图 ， 
全 取 了 的 边 微 边 ， 这 
是 矛盾 。 

又 TUe 的 那个 
唯一 的 图 不 可 能 有 点 
重复 ， 否 则 将 有 图 爹 
取 了 的 边 为 边 ， 这 也 
是 矛盾 。 《证 毕 ) 

例 图 2?.3 的 跨 顶 树 是 

T= (X, F), 

P= {usds shestr das sio is 

T.= (XX,， E-F), 其 中 

E-F= {ueodostiiydiadiss ie} o 
将 4 加 进 T， 则 了 Uw 包含 初 级 图 

UW= [XauaXsueXads Ns) 。 

由 于 Te 共 会 mm- 《n 一 1) = 力 ~n+ 1 条 边 ， 其 中 每 条 边 4 
唯一 对 应 于 一 个 初级 轿 上 4， 故 在 原 图 G=《 万， ) 中 至 少 会 
有 wm- n+ 个 不 同 的 初级 图 。 此 即 

推理 2,6。 无 环 联接 图 CG = (全 ，E) 中 至 少 含 m-n+ 1 
个 不 同 的 初级 轿 。 

推理 2.65 无 环 图 G = (全 ， 玉 )， 设 其 联接 的 分 子 图 的 个 
数 是 p， 则 G 中 至 少 含有 m -9 + 请 个 不 同 的 初级 圈 。 


用 
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$3 树 形 图 


本 节 将 研究 有 向 图 内 的 一 种 特殊 构 形 。 即 所 谓 料 形 图 。 

一 全 有 向 图 ， 假 如 它 上 上 面 存在 一 项 s， 自 这 项 = 总 有 路 通 
向 图 的 其 他 各 点 ， 则 顶 e 称 为 图 的 根 。 假 使 有 疝 图 C = (六 ，U) 
是 树 ( 即 把 它 的 弧 都 看 成 是 无 入 的 边 所 得 的 相 应 的 无 向 图 是 
树 》， 耐 又 有 根 a， 则 这 个 图 叫做 以 @ 为 根 的 糙 形 图 。 例 如 从 
水 库 流水 的 聚 道 网 ( 只 有 一 条 渠道 到 达 每 一 点 ) 使 是 这 样 一 个 
树 形 图 。 当 然 ， 平 常 的 一 棵 树 ， 把 向 上 生长 作为 方向 画 起 图 来 
便 是 这 样 一 种 图 形 《 这 是 本 名 称 的 由 来 ，。 又 如 从 某 个 祖先 
起 ， 他 的 子孙 世系 表 画 起 图 来 ， 世 是 这 样 一 个 有 根 的 树 形 
图 。 

是 树 的 有 向 图 不 一 定 是 树 形 图 ， 如 图 2.5。 


定理 2.7 有 向 图 G =( 下 ，U ) 是 以 a 为 根 的 酝 形 图 ， 其 
充分 和 必要 条 件 是 自 顶 5 通 向 其 他 各 项 有 且 仅 有 一 条 路 。 

证 必要 性 自 树 形 图 的 定义 ， 显 见 自 根 * 通 向 各 顶 有 
路 。 但 只 能 有 一 条 路 ， 否 旭 将 出 现 圈 ， 这 是 矛盾 。 

充分 性 ” 自 根 * 通 向 任 二 顶 x 与 ? 均 有 路 ， 故 x 与 ?至 少 可 通 
过 根 s 相 联接 ， 由 此 知 图 是 联接 的 。 其 次 ， 图 不 可 能 有 图 。 
否则 ， 在 这 个 圈 上 将 至 少 会 出 现 一 项 有 二 统 走 向 这 项 ， 因 而 有 
二 条 路 自 o 走 向 这 个 项 ， 这 是 了 矛盾， 参看 图 2.6。 (证 毕 ) 
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图 2.6 


定理 2.8 有 向 图 G = 《X,，U) 是 料 形 图 ， 以 a 为 根 ， 其 充 
分 和 必要 件 是 图 无 团 ， 且 do-(a) = 0， de-(x) = 1 (xEX， 
Xo) 

证 必要 性 ” 据 定 理 2,7, 自 a 到 每 一 顶 x《 a ) 有 且 仅 有 
一 条 路 ， 故 有 且 仅 有 一 条 统 走 向 x， 即 dc (x》 = 1 。 又 不 可 能 
有 了 牟 走 向 a。 否 则 ,车 有 弧 《 y，a)【《y 夺 a ) ， 则 自 a 到 到 y 
的 路 与 弧 ( y，a ) 将 构 威 有 向 图 ， 这 是 矛 丑 。 

充分 性 ”自任 一 硕 x 所 4 出 发 ， 按 强 的 相反 方向 行进 ， 扎 定 
理 的 假设 ， 这 总 是 可 能 的 。 由 于 图 有 限 、 无 畴 ， 这 样 的 行进 ， 
必 终 让 于 as， 且 只 有 唯一 一 种 方法 走 到 c。 故 自 o 到 任 一 项 x 有 
一 条 且 仅 一 条 路 。 据 定理 2.7, 图 G 是 以 a 为 根 的 树 形 图 。 

《证 毕 》 

和 无 向 图 的 跨 顶 树 相 类 似 ， 我 们 来 研究 有 访 图 的 跨 顶 树 形 
图 ( 即 其 对 应 的 无 向 图 是 跨 顶 帘 ) 。 

一 个 有 向 图 G =《 X，U ) ， 设 在 其 上 任 取 二 项” 与?， 总 
在 图 时 存在 一 顶 z (x，y ) ， 自 z 到 x 与 自 z 到 y 均 有 路 ,这 
样 的 图 峙 做 准 强 联 图 。 营 如 上 面 讲 的 以 a 为 根 的 树 形 图 便 是 这 
样 一 个 准 强 联 图 。 因 在 其 上 任 二 顶 x 与 y 至 少 总 可 取 4 为 
z《x，y ) ， 使 自 z 到 x 与 均 有 路 。 很 明显 ， 准 经 联 图 必 是 联 
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接 的 。 内 任 二 顶 * 与 y 癌 可 通过 那个 顶 z《x，>Y ) 相互 联接 。 
图 2.7 中 的 两 个 图 ， 很 遇 显 都 基准 强 联 的 。( 一 ) 显然 不 
是 树 ， 但 以 a 为 根 。( 二 ) 是 以 a 为 根 的 树 形 图 。 


定理 2.9 ”有 向 图 G =〈 鲜 ，U ) 有 根 的 充分 和 必要 条 件 
为 图 G 是 准 强 联 的 。 

证 必要 性 ”这 是 根 明显 的 。 

充分 性 命 图 的 顶 是 xi xz …，xo 取 顶 xl xs， 
由 于 图 G 是 准 强 联 的 ， 有 顶 z ( xi，xx ) ， 自 za 到 %, 与 %， 
均 有 路 。 再 取 xs， 则 有 顶 zs (zz，xs)， 自 zs 到 zz 与 xs 
均 有 路 。 继 续 往 下 推 ， 最 后 将 有 z。( z4-1，%; )， 自 zn 到 
2a- :与 4z 均 有 路 。 这 个 z," 便 是 G 的 一 个 根 。 

定理 2.10 有 向 图 G = (部 ，L ) 有 跨 顶 树 形 图 ， 其 充分 
和 必要 条 件 是 图 G 为 准 强 联 的 。 

证 必要 性 是 很 明显 的 。 

充分 性 ” 设 图 G 是 准 强 联 的 ， 据 定理 2.8 图 G 有 根 ， 命 一 
个 根 为 x。。 洲 图 G 无 图 ， 则 图 G 便 是 一 个 以 "为 根 的 树 形 图 。 
若 G 有 图 ， 总 可 去 掉 某 些 弧 ， 将 圈 破 掉 而 又 不 改变 准 强 联 性 。 
直至 破 完 所 有 的 图 便 得 一 个 以 a 为 根 的 跨 顶 树 形 图 。 参 看 图 
2.7， 其 中 (二 ) 便 是 自 ( 一 ) 用 破 图 法 尖 掉 若干 弧 (如 馈线 
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斯 示 ) 所 得 到 的 以 a 为 根 的 树 形 图 。 《证 毕 ) 

在 本 章 8 2 ， 我 们 在 无 环 联接 图 @G=〈 环 ， 已 ) 上 讲 了 路 
顶 树 ， 本 节 我 们 又 在 无 环 准 强 联 的 有 向 图 G=〈 和，L ) 上 讲 
了 跨 顶 树 形 图 。 现 在 我 们 把 这 两 者 联系 起 来 ， 主 要 是 已 给 一 个 
无 环 联接 的 无 疝 图 ， 怎 样 将 边 定向 ， 使 成 为 有 向 图 ， 且 有 小 顶 
树 形 图 。 

定理 2.11 已 给 单 纯 、 无 环 联接 图 G = (如 已 )， 设 
%i GE 去 是 其 任 一 顶 ， 总 可 将 妃 中 的 每 一 边 定向 ， 使 成 有 向 图 
Go =《 针 ，U ) ， 在 其 中 有 部 分 图 态 是 一 个 以 x 为 根 的 树 形 
图 。 

证 首先 叙述 所 给 图 C =《 碟 ， 召 ) 某 些 边 的 定向 方法 ， 
敌 出 一 个 以 x: 为 根 的 树 形 图 吾 。 

自 X, 起 求 出 Te《%,)， 由 于 G 是 无 环 联接 的 ，To(%1) 二 他 
县 Telx) 生 {X41} 选取 xsETel%x1) - {wx} 将 x, 加 到 
序列 x: 里 成 序列 {xJ，xs} ， 并 将 边 [xi，xs] 定 向 成 台 
《x1，X，) 。 设 已 求 得 序列 {x， ，x， ，…，z*i}， 相 应 的 边 
均 已 定向 成 缴 。 再 求 一 顶 xi+ ;加 到 序列 里 来 扩大 序列 。 

在 序列 { x1，x。，*…，xi } 中 找 一 硕 x;， 使 

Tel { x, Xa, x} 
且 使 x; 的 下 标 浊 满 足 这 个 要 求 的 所 有 点 中 下 标 景 大 的 。 当 
i<n 《图 G 里 顶点 的 个 数 ) 时 ， 由 于 图 的 联接 性 ， 这 样 的 阅 
是 存在 的 。 选 取 
Xit1 ETe(x)) — 【xi xy 和， 

并 将 边 [Xj，Z%i+ 1] 定向 成 弧 (xj，xirl ) 。 

继续 如 此 定向 ， 最 后 必 能 用 完 所 有 的 项 ， 得 一 个 跨 顶 的 有 
沿 部 分 图 互 〈 在 原 图 G= ( 针 ， 巨 ) 中 ， 可 能 还 有 边 没有 定 
疝 )。 以 下 往 证 五 是 一 个 以 x ;为 根 的 树 形 图 。 召 满足 忆 下 条 件 ， 

(1 联接 无 图 《〈2)dz(xD=0 (3)d3Gx )=1, 
《xi 守 %，) 。 据 定理 2.8， 百 是 一 个 以 x ,为 根 的 跨 顶 树 形 图 。 
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§ 4 ”联接 图 上 的 最 短路 


在 一 个 图 G 上 《 有 周 或 无 向 ) ， 本 节 将 往 研究 项 与 项 之 间 
的 距离 问题 。 重 点 在 叙述 一 些 法 则 ， 详 细 论 证 将 予 省 上 略 。 设 在 
无 向 图 G =〈( 义 ，E ) 上 两 顶 4 与 v 之 间 有 初级 链 ( 路 ) 相 联 ， 
共 会 k 条 边 ， 则 称 这 条 链 的 长 度 为 六 ， 设 两 点 之 间 不 相 联 接 ， 
则 称 这 凑 顶 之 间 的 距离 为 无 穷 。 在 本 节 将 圭 论 以 下 几 个 问题 

第 一 个 问题 ， 最 经 链 问 题 。 已 给 无 向 图 G =《〈 拭 ， 互 )， 
假定 它 无 环 ， 要 求 找 出 其 上 二 顶 4 与 v 之 间 最 短 的 链 ， 也 就 是 
要 找 出 自 u 到 v 边 数 最 少 的 链 。 

例 求 图 2.8 中 自 4 到 v 的 最 短 链 。 

二 入 和 法 则 :用 标号 方法 ， 

自 4 起 逐次 将 各 点 标 号 。 

(1) 将 u 标 号 为 0， 
记 在 该 点 一 旁 。 

(2) 在 图 上 找 出 与 4 
相 邻 的 项 ， 将 其 标号 为 1。 

《3) 设 已 标 导 到 六 
找 出 有 与 标号 为 ;的 顶 相 邻 而 又 未 标号 的 项 ， 若 没有 这 样 的 顶 
而 w 又 未 标号 , 则 标号 但 止 , 即 v 不 能 自 w 通 过 一 条 链 来 到 达 。 车 
有 这 样 的 邻 顶 ， 将 其 标号 为 i+ 1。 

(4 ) 若 v 已 标 导 ， 则 v 已 到 达 。 否 则 将 i 增加 1 重复 (3)。 

《5) 若 "已 标号 为 ;+ 1， 风 4 到 J 的 最 短 链 其 长 为 i+ 1， 邵 4 
到 的 最 短 距 离 是 ; + 1。 要 找 出 实际 这 样 的 链 ， 可 自 s( 标号 为 
0 ) 起 顺 次 取 标 号 为 1 ，2 ，… 一 直到 项 v 的 t+ 1。 就 图 2.8 而 
言 ， 共 有 两 条 最 短 链 。 一 个 是 zfev ， 一 个 是 xfgv。 其 实 ， 要 
找 出 这 样 的 链 也 可 以 自 " 钢 过 来 找 。 设 v 的 标号 为 ;+ 1， 自 v 走 
向 一 顶 ， 其 标号 为 i， 再 走向 一 顶 ， 其 标号 为 1- 1， 如 此 类 推 ， 
直到 x， 其 标 导 为 0 。 
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图 2.8 


第 二 个 问题 ， 好 经 路 问题 。 设 在 无 向 图 G = (六 ， 已) 的 
每 一 边 上 给 定 一 个 非 负数 字 ， 黎 为 这 条 边 上 的 权 。 例 如 ， 这 个 
数字 表示 这 条 边 的 长 度 ， 如 图 2,9 所 示 。 一 组 边 ， 其 内 每 条 边 
上 的 权 之 和 称 为 这 个 地 集合 的 权 。 我 们 把 边 [x，y] 的 权 记 
作 1《 x，y ) ， 边 集合 5S 的 权 记 作 1《( S ) 。 在 实际 生活 中 ， 这 
类 问题 是 很 多 的 。 辟 如 联系 其 平城 市 的 忌 路 网 ， 边 可 能 是 二 城 
市 之 间 的 距离 ， 也 可 能 是 二 城市 之 问 货 物 运费 等 等 。 求 某 二 城 
市 之 间 的 景 短路 程 或 最 小 
运费 ， 这 便 是 所 谓 最 短路 
问题 。《 当然 ， 也 可 能 存 
在 极 大 问题 。 ) 这 个 问题 
和 第 一 个 问题 是 不 一 样 
的 。 实 际 上 ， 第 一 个 问题 
相当 于 其 每 一 边 上 的 权 都 
是 1 这 样 一 个 特例 。 解决 


图 2.9 


这 样 的 问题 的 方法 如 下 。 
设 边 上 的 权 代 表 距离 。 要 求 找 自 4 到 2 的 最 短 虐 离 。 自 4 到 
v 的 最 短 距 离 记 为 d ( u,v ) 。 
(1) 在 XY-w= 人 S 中 找 点 44， 使 1《4，tw4) 达到 极 小 ， 即 
使 du SD) =1(u, si) =min{l(u, y)|yES} 
《d (uw，S ) 表示 由 点 4 到 点 集 S 书 的 点 的 最 短 虐 离 ) 。 于 是 
， 得 集合 S1= { 44: } 。 在 点 41 上 标 以 ( 1，d (uw，S ))。 
(2 ) 设 已 找到 Si = 《4，#1，t2，…，Wi } ， 以 4 作为 uo 并 
设 自 wo 到 其 中 各 点 所 经 过 的 最 短 卡 离 均 已 知 。 在 X- Si= 下 
中 找 点 w/ 使 得 
d (wu, Si) 
=ad Cu, vw) =d (0, He) +i Cu vv) 


=min{d Cuos w+ yD fu, ES v ESI} 
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将 所 得 到 的 顶 o 作为 wii 加 进 S, 得 Sir:， 同 时 在 w+i 上 标 以 
Ci+D d (us 3) )。 


CI) 
二 


aa 《8 ) 重 复 (2)， 若 只 
2 RR 求 t。 到 v。( 顶 v ) 的 最 短 

距离 , 当 已 得 5; 其 中 含 0， 
计算 便 可 休止 。 否 则 用 尽 
5 到 中 的 点 ， 不 但 找到 自 e 
2 一 -一作 到 0 的 最 短 距离 ， 同 时 也 

人 yi0 找到 了 自 4, 到 各 顶 的 最 短 
. 距离 。 按 照 上 面 的 法 则 对 
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' 图 2.9 进 行 的 结果 如 图 2. 10 所 示 。 四 可 

第 一 步 ,在 XX 一 u 中 ,找到 顶 o， 命 六-w6 = Sosd(ao So) 
= 工 ， 在 顶 c 标 号 ( 1 ，1 ) ， 表 示 第 一 步 求 得 w 到 c 的 最 得 距 
离 是 1， 妈 da (ua) = 1, S1= {#0 a}o 


第 二 步 , 作 Si= -Si= [5 c,d, es 六 9 oj 
求 出 

min{d (uo WW) tlt ov ) [ES v ESI}=3 
得 项 6， 在 8 上 标号 ( 2，83 )， 其 第 二 次 找 到 项 5， 自 4 到 5 
的 距离 比 肖 #。 到 5S ,中 其 他 任何 顶 的 距离 都 短 ， 也 比 自 4 到 6， 
再 自 o 到 其 他 任 一 顶 的 距离 都 短 。 此 时 Ss= {ao，o， 日 }， 
dao b)=36 

第 三 步 ， 来 _ 

min{fd (Cw, 4) +l(u;, vy ) |u ES v ES,} 
得 出 w = 1， 即 第 三 次 求 得 项 。 uv 到 /的 最 短 距 离 是 4， 即 
d Cu, su 1) = + 此 时 Ss = (ao a, 6 f}, 
在 顶 了 标号 ( 3 ，4 ) ， 再 在 Sas = 全 -Ss= {c,d,e,g,0} 
中 找 点 zy 使 d Cao v7) =d (Cus，Ss) ， 即 求 


min{d (Cus wr) tl(ns ov ) lu, €S,, weES 
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得 顶点 ce， 在 c 旁 标号 ( 4 ，5 ) 。 如 此 继续 往 下 求 出 新 点 加 进 
5S,, 标 号 如 图 2.10 示 。d 宗 号 为 (5，6), e 标 号 为 (6，7)， 
9 标号 为 ( 7，8 ) ，v 标 号 为 (8，9 ) 。 括 号 中 前 一 个 数 
字 玫 示 和 迭代 的 次 数 ， 括 导 中 后 一 个 数字 表示 xs 到 这 点 的 最 短 距 
离 。 于 是 ze 到 op。 的 最 短 距 离 是 9 。 表 示 这 条 最 短 距 离 的 那 条 路 
是 : tuabcdeue， 这 和 在 第 一 个 问题 里 所 求 得 的 最 短 链 sf gu 或 
4fev 都 不 一 样 。 在 此 时 ， 著 取 ws fen 为 自 wo 到 v6 的 路 ， 则 其 
长 是 14， 而 wof92 的 长 是 18， 都 不 是 最 短 的 路 。 自 4, 到 其 他 
备 顶 的 最 短 既 离 ， 是 那 项 上 标号 中 括号 里 夯 的 后 一 个 数 。 自 4。 
于 到 那 点 的 粗 线 家 示 其 最 短路 程 ( 参看 图 2.10 ) 。 

第 三 个 问题 ， 板 小 路 顶 树 问题 。 已 给 无 水 联接 无 向 图 
G= (XX， 巨 )， 在 其 每 一 边 上 给 定 一 个 非 负 实 数 作 为 这 边 的 
权 。 要 求 找 出 这 个 图 里 极 小 跨 顶 树 ， 即 机 求 找 出 一 个 跨 顶 树 ， 
使 其 权 达 到 极 小 。 这 就 是 所 谓 极 小 跨 顶 树 问 题 。 璧 如 在 图 3.11 
中 ，( 一 ) 是 了 个 纺 市 ， 权 修建 一 条 交通 网 把 它们 联接 起 来 。 
每 二 城市 之 间 的 修 建 费 是 各 边 芋 的 权 。 总 造价 最 小 的 交通 网 的 
求法 是 ， 


每 次 找 权 最 小 的 边 ， 继 续 加 进 权 最 小 的 边 时 ， 保 持 所 得 的 
交通 网 中 无 轿 ， 直 至 用 完 所 有 的 顶 为 止 。 图 2,11 中 的 (一 ) 是 
原 图 ，( 二 ) 是 最 组 的 路 程 图 ，( 三 ) 是 极 小 跨 顶 符 。 第 一 次 
在 原 图 中 找到 权 最 小 的 边 是 cd， 其 权 是 1。 再 在 所 剩 下 来 的 
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边 里 找到 ev。， 其 权 为 2。 青 找 出 bv。( 权 为 3 )。 此 时 边 eb 
(其 权 为 3 ) 虽然 在 所 剩 下 来 的 边 里 权 最 小 ， 但 不 取出 ， 否 则 
bevo 和 将 构成 图 。 在 扬 剩 下 来 的 边 果 ，ce、dv。 的 权 都 是 3， 最 
小 ， 可 任 取 一 边 。 比 如 取 dv。。 然 后 在 余下 的 边 中 ， 昌 然 ce 的 
权 为 83， 最 小 ， 但 不 能 到 出 加 进 所 职 得 的 边 组 里 。 否 则 在 所 到 
得 的 边 组 里 将 出 现 圈 。 在 所 琵 下 来 的 边 组 里 ， 边 ae 与 边 c56， 其 
权 都 是 6 , 任 取 那 一 边 都 可 以 。 比 如 取 oe, 再 在 所 剩 下 来 的 边 里 
取 边 woa。 图 2.11 的 ( 三 ) 表示 这 样 一 个 造 费 极 小 的 交通 网 。 
这 就 是 原 图 的 一 个 极 小 跨 顶 树 ， 其 极 小 的 权 是 20。 这 个 方法 识 
是 有 各 的 Kruskal 法 则 。 

第 四 个 问题 ， 求 有 向 图 上 的 最 短路 。 这 个 问题 和 第 二 个 问 
题 大 体 是 一 至 的。 其 最 大 的 不 同 是 在 有 向 图 上 ， 在 某 一 点 的 二 
弧 如 果 方向 相反 ， 便 不 能 从 一 个 泊 遂 过 该 点 走向 另 一 弧 。 

例如 图 2, 12 所 未 。 在 
每 一 点 旁边 所 附加 的 标号 
的 前 一 个 数 表示 选 代 的 次 
数 。 括 号 中 的 后 一 个 数 表 
示 uw 到 这 点 的 最 短 距 离 。 
在 这 个 问题 里 ， 当 然 假 定 
so 到 0 是 有 路 可 通 的 。 否 
则 按 本 节 一 开始 所 讲 的 那 


图 2.12 


样 ，wo 到 v6。 的 距离 是 无 窃 的 。 

第 五 个 问题 ， 有 向 图 上 极 小 的 跨 项 桂 形 图 。 这 个 问题 是 朱 
永 津 各 刘 振 宏 解决 的 ， 可 参看 : 

朱 永 津 、 刘 振 宏 : Qn the Shortest Arhorescence of a directed 
Graph, Scientia Sinica, Vol. XIY, No.10(135). 

解决 这 个 问题 的 法 财 如 下 : 

设 已 给 的 有 向 图 是 G=《 半 ,U ) 如 图 2,13 ,| XX| =n=9， 
命 U“ (2 表示 内 向 顶 x 的 驱 组 。 
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图 2.13 
第 一 步 ， 对 每 一 顶 x,， 当 其 U (xi 总 好 时 ,在 (2) 中 选 
取 弧 使 
lu) = min {TD Iu EU xD) ， 
其 中 1(u) 表 示 台 4 上 的 权 值 。 带 有 了 几 条 内 向 红 ， 其 长 《 权 值 7 
相同 ， 则 在 其 中 任 选 一 条 。 根 据 这 个 选 法 ， 就 图 2.13 而 言 ， 选 
出 的 弧 组 是 
Wo= { x0 Xi), (Kes Xi) Xs, Xa), (Kos a), 
Wis Xa), (Krys Ke) Ki XK1), Ks Xs)s 
{Xe» Xa)}o 
第 二 步 ， 设 选 出 的 缴 组 瑟 ,其 维 | 玉 ,| <n 二 ， 则 这 个 法 
则 终止 。 若 | 了 [>m -~ 1， 则 在 Ys 里 选取 n- 1 条 弧 ， 会 去 
其 中 长 度 最 大 的 弧 ， 用 洲 。 来 表示 这 个 线 组 ， 即 使 
max { Iw) IvEV, } ID (un€EW,- Vy, 
这 样 的 选择 可 能 不 是 唯一 的 。 在 图 2.13 中 有 
Vo=Wo,- { Cx, x1) }, 
因 在 7。 中 1( xs，x1) = 了 ， 报 长 。 
第 三 步 ， 设 在 记 。 中 没有 有 向 聊 ， 则 厅 。=《 半 ，V。) 便 
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是 所 要 求 的 极 小 跨 顶 树 形 要 。 昌 于 在 每 个 顶 上 所 取 的 都 是 极 小 
的 内 向 弧 , 据 本 章 定 理 2.7，| 关 i = 9 、|V,| = 8， 态 ,显然 是 
一 个 极 小 的 路 顶 树 形 图 。 设 在 五 o 中 存在 有 向 圈 Co Co 
Cio， 其 中 

C= {Urns Us 0, Uti}s t= 1 2, ho 
(PEFo， 表示 弧 ) 则 五 ,显然 不 是 树 。 如 在 本 例 ， 
五。=〔 天 ，F。) 共 含 两 个 有 向 周 ， 

Cr= {Cx a) CH Ra) CX, Hs) }, 

Cor { (xo F414), xy Xs), Css Ke) }e 
此 时 可 将 每 个 有 向 国 合 并 成 一 项 ， 得 一 新 的 有 向 图 CG,， 图 G) 
上 各 条 强 的 方向 不 变 ， 其 长 具体 确定 如 下 ， 


(4) = 了 185) 当 4: 的 终点 不 是 合并 所 得 的 项 时 ， 
' TD -TD dt wi 的 终点 是 一 个 合并 


顶 ， 其 终点 与 4 在 原 
图 G 中 的 终点 相同 , 且 
di=max{ 1 1s€ECr } 
按照 这 个 法 则 得 图 ， 
如 图 2,14。 在 图 2. 14 
中 各 条 弧 及 其 上 的 
权 ， 就 是 按照 上 面 的 
原则 决定 的 。 在 这 个 
图 G: 里 去 掉 在 合并 
顶 上 出 现 的 环 ， 仍 记 
作 G1。 重 复 第 一 、 
本 2.14 二 、 三 步 ， 一 直到 这 
个 法 则 终止 六 此 《由 笠原 图 是 有 限 的 ， 这 个 法 则 必 到 某 个 时 候 
终止 )， 设 最 后 得 图 G:， 其 极 小 的 跨 顶 树 形 图 是 瓦 p= 
《 芋 1， 了 rp )。 在 本 例 ， 图 2.14 按 照 法 则 的 第 一 步 找 出 其 统 组 
玉 ,， 如 图 2.15 中 粗 线 所 不 。 据 定理 2.8,( 关 , ， 洲 ， ) 是 一 个 
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以 1 为 根 的 狐 形 图 。 它 肉 向 每 一 点 的 弧 长 是 最 小 的 ， 故 这 个 
部 分 图 是 一 个 极 小 的 跨 顶 树 形 图 。 
- , 设 已 得 图 Gp, 其 
极 小 的 跨 顶 树 形 图 为 
五 f 可 按 下 述 法 则 逐 
步 还 原 成 原 图 里 一 个 
极 小 的 跨 顶 树 形 图 。 
第 四 步 ， 首 先 将 
已 :扩充 为 Ce- :中 的 
- 五 p- 如下; 
图 2.15 设 yt 是 图 Ge 中 
的 一 个 合并 项 ， 其 在 Gp- :中 的 相应 有 向 圈 是 Ct? :。 定 义 
DP = CP i {uy }s t= 1, 2 es fps 
当 y? 是 瑞 p 的 根 时 ， 取 Wt; 为 Cr”! 中 的 最 长 弧 。 否 则 ， 在 Gz 中 
将 有 弧 w; E 刻 pp， 其 终 点 是 yt?。 设 WW 是 Go 里 一 条 弧 ( ui 
C1) ,其 在 Gp-1 中 的 终点 为 %C%ECiP 1 )， 则 sb 是 
Cef :中 取 同 一 终点 x 的 那 条 弧 。 


可 以 证 明 ， 自 G :中 的 极 小 跨 顶 树 形 图 还 原 成 的 树 形 图 是 
原 图 中 的 极 小 跨 顶 树 形 图 。 命 
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Vo= {x1 Xr), (Kr, Ka), (Xe 2%5)，(Xs，YXo)y 
x83 Xa)s (Xs YX) (Ka, Xe), (Xss Xs)} 
则 《 针 ,， VV。) 是 图 G =( 义 ，U ) 的 极 小 路 顶 树 形 图 ， 其 根 
是 xie。 (证 略 。 一 般 须 证 囊 * 还 原 成 Ge-: 中 的 极 小 跨 顶 树 形 
图 ， 再 还 不 成 Gs- :中 的 极 小 跨 顶 树 形 图 ， 一 直到 最 后 ， 还 原 
成 原 图 的 极 小 跨 顶 树 形 图 。 读 者 如 有 兴趣 ,可 会 看 所 引文 献 。 ) 


习 题 


1 ， 由 证 明 树 中 最 长 的 初级 溪 的 起 点 
棵 树 中 至 少 有 两 个 悬挂 顶 。 

2 . 斌 证明: 恰好 有 2 个 顶点 的 次 数 为 1 的 笠 是 一 条 初 绥 链 . 

3 。 试 证明， 如 果 图 G 是 一 棵 树 ， 其 最 大 次 数 了 二 h， 则 GG 至 少 有 个 县 楼 项 。 

和， 设 图 G= 【天 ， 吾 ) 是 由 p 襟 树 组 或 的 补 ，| Xi =s，| 吾 | 二 wm， 则 有 
坝 一 9 十 三 0。 反 之 ,和 如 图 人 是 由 上 个 联结 分 子 图 组 成 的 无 孤立 点 的 图 ， 则 当 且 仅 
当 轴 一 4 十 p 守 0 时 图 6 是 一 个 林 。 

5 。 斌 证， 如 果 图 是 恰 有 2 个 顶点 的 次 数 为 琳 数 的 林 ， 则 G 中 有 上 条 彼此 无 
公共 边 的 初级 锋 p1. pa。…“，p4s ,使 得 EE (G)=E (PDUE(Ps)UmU 
EC psa). 

6 ， 设 了 是 任 一 覃 在 &+ 1 个 顶点 上 的 树 。 试 证 如 加 是 单纯 图 ， 其 最 小 次 
38， 则 G 中 有 与 了 同 构 的 部 分 子 图 。 

7 . 钨 和 燃 是 一 个 形 如 Cn 歼 。 的 分 子 ， 其 中 每 一 个 碳 原子 都 有 4 个 接线 ， 
氢 原 子 都 有 一 个 接线 ， 而 且 没 有 由 一 囊 接 终 构成 约 图 。 证 明 ， 对 任 一 个 正 整数 好， 
当 且 仅 当 n 一 2 m 十 2 时 地 有 C" 末 ,存在 。 

8 、 试 证 ， 正 整数 列 { d1，d3，…，d。 ) 是 某 一 个 酉 的 次 序列 的 充 要 条 件 


点 者 是 次 数 为 1 的 点 ， 而 证 明 : 一 


是 : Ddi=2 (Cn-1). 
1 
9 、 设 图 G 中 至 少 含 一 个 圈 ( 即 G 不 是 林 ) ， 则 其 围 长 9{ G ) 满足 ， 
g(G)=2dam(G)+1. 
0. 匡 6 一 ( 芳 ， 世 ) 的 中 心 是 全 得 maxd ( x，y ) 达到 最 小 的 项 起 *( € 
yE% 
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天 )》， 试 证 明 ， 树 恰好 有 一 个 或 两 个 相 邻 的 中 心 。 

11， 试 证 :一 个 图 G 一 ( 疏 ， 互 ) 仿 有 一 个 部 分 图 是 树 ， 当 且 仅 当 G 是 联接 
的 。 

12， 试 证 如 图 G=〔 艾 ， 扣 ) 是 一 个 林 ， 含 有 p 个 树 , 则 它 至 少 有 2 bp 个 县 
挂 点 。 

23. 斌 证明: p 个 对 象 上 的 CP 一 1) 个 对 换 ( 员 v1) (4 v3) 
《#2 -1， V4 一 t ) 的 集合 生成 一 个 对 称 群 88， 当 且 仅 当 以 诸 #4,、v; 为 点 、 
【 4#1，Di ) 为 边 的 图 是 一 个 衬 ， 

4， 试 证 明 : 如 图 G 为 无 央 的 ， 且 恰好 有 一 模 联 项 树 了 ， 则 G 一 了 

35， 试 证 明 。 如 果 忆 是 图 G 的 向 大 的 成 为 宁 的 部 分 图 ， 则 对 G 的 每 一 个 联接 分 
子 图 Gi 一 ( Xi， 上 : ) ，FN Gi 均 是 人 的 跨 顶 树 。 且 下 所 含 边 数 等 于 ] 开 1 
一 也 ， 其 由 pp 表示 的 联接 分 子 图 的 个 数 。 

16， 在 下 列 图 中 求 出 不 同 构 的 跨 顶 树 。 


17. 试 证 ， 如 果 图 G 一 ( 区， 已 ) 包含 8 个 被 姨 无 公共 边 的 跟 顶 树 ， 则 对 的 
每 一 个 划分 ( 龙 !， 瑟 2，……， 大 es ) ， 其 端点 在 不 同 部 分 的 边 数 至 少 有 有 (n 一 1) 
条 。 

(Tutte 和 Nash -Williams 《 1961 ) 证 明了 这 个 关于 G 包 含有 个 无 公共 边 的 路 
项 树 的 必要 条 件 也 是 充分 的 。 ) 

18. 设 5 是 # 个 元 素 的 集合 。 4 { A1，A3，…，A+ } 是 8 的 # 个 不 同 的 
子 集 的 锐 。 试 证 明 ， 存 在 一 个 元 宕 x€ 5 使 得 集合 A1U{ x}，AsU { x， ~…， 
JsU { x } 都 是 不 同 的 集合 。 

芭 ， 试 证 明 ， 如 果 图 一 ( 王 ， 品 ) 是 联接 的 ， 则 对 任 一 条 边 eE EE， 恒 存在 至 
少 一 个 G 的 跨 顶 树 了 使得: eET。。 

20. 试 证明。 如果 在 图 G=( 义 . 上) 中 对 某 一 边 eE€ EE 存在 一 个 的 器 项 树 T! 4 
使 得 - eT1'， 则 在 GG 中 存在 一 个 初级 图 C， 使 eEC 。. 

21. 图 6 中 一 条 过 s 被 称 为 是 桥 边 ， 各 果 册 6 由 除去 边 e 后 使 G 的 联接 分 子 图 个 


37 


数 加 1 。 试 证 明 ; 联接 图 G 的 边 e 属 于 G 的 所 有 的 路 顶 料 ， 当 旧 仅 当 ? 是 一 条 桥 边 。 

22， 斌 证明， 有 向 图 G= ( 革 ，U ) 是 有 根 的 怪 形 略 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 是 
疹 强 联 的 ， 而 且 有 《一 1 ) 条 强 ， 此 处 4 一 | 入 】，。 

23， 试 证 明 ， 有 人 向 图 如一 《〈《 玉 ，U ) 是 有 根 的 树 形 加 的 充分 必 虹 条 件 是 ， 它 是 
次 强 联 的 ， 而 旦 向 C 中 除去 任 一 条 弧 后 均 破 坏 了 其 准 强 联 性 ， 

24， 试 讶 明 ， 有 向 图 G= ( 革 ，U ) 是 有 根 的 树 形 图 的 充分 必要 条 仲 是 ， 它 是 
准 强 联 的 ， 击 且 有 一 点 0 满足 ， dc (a) 一 0， df (xz) =1 (x€EX, x&a, 
0EX), 

25. 在 定 尝 11 的 象 件 下 进一步 证 明 ， 还 可 以 将 6G 中 其 余 的 边 定 向 而 使 得 : 

《1 ) 与 树 及 相 联 系 的 略 都 是 初级 回路 初级 单 和 册立 ) 。 

《 2 ) G4 的 每 个 加 路 痢 是 这 样 与 万 相关 联 的 图 。 

26， 设 有 褒 图 G 一 (不 ,局 ) 含 由 十 工 个 顶点 及 二 条 弧 。 于 一 《uati ) 为 其 
顶 弧 结合 矩阵 ， 试 证 图 C 是 树 的 充分 必要 条 件 是 自 窃 隆 对 中 除 去 第 四 + 1 行 后 所 
得 之 方 阵 好 1 的 行列 式 等 于 士 1 。 

27， 设 已 知 无 向 路 6 王 《 久 ， 忆 ) 及 其 上 各 边 的 权 信 如 下 图 示 ， 试 求 fo，ue 
间 的 最 短路 。 


Ce 中 的 得 一 个 都 有 分 公司 ， 从 C 天 
案 给 出 (co 表示 滩 有 直接 的 班机 ,) 试 


28， 一 个 公司 在 六 个 城市 CL，Cs、~… 
C7 的 班机 旅费 由 下 列 短 阵 中 的 第 《六 于) 
求 出 一 个 玖 示 两 城市 癌 最 便宜 路 线 的 表格 。 


19 25 oo 25 55 0 
29， 在 27 题 的 图 土 香 求 出 一 个 极 小 跨 杠 树 .。 
30. 在 下 烈 有 讽 图 G=《 必 ， 忆 ) 上 求 出 其 极 小 跨 项 村 形 图 , 强 上 的 数字 表示 
其 祝 位 。 
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第 三 章 ”图 和 图 维 数 


$1 光 拉 图 


已 给 联接 无 向 多 重 图 GG=( 鲜 ， EE )。 设 一 个 人 可 自 这 个 
图 的 任 一 点 出 发 ， 顺 车 疼 的 边 行进 ， 每 边 必 须 经 过 一 次 且 只 许 
经 过 一 次 ， 最 后 再 回 到 不 出 发 点 ， 则 这 样 的 图 称 为 光 拉 图 。 


图 3.1 的 《一 ) 就 是 那个 著名 的 七 桥 问 题 的 图 。 尤 拉 此 定 
它 不 是 一 个 苑 拉 轩 ， 一 个 人 不 可能 自 一 项 出 发 经 过 每 边 一 次 且 
仅 一 次 ， 再 回 到 原先 的 出 发 点 。 但 图 3,1 的 ( 三 ) 则 是 一 个 龙 
拉力 。 叉 图 3.1 的 ( 二 ) 中 那个 部 分 子 图 ({ xxay yxie jy 
{ei es Es Oi» Ess C4 E13 Ea gs el0，E11 C12}) 
也 是 一 个 尤 拉 团 。 那 么 ， 在 什么 样 的 条 件 下 ， 一 个 无 环 无 向 的 
多 重 图 才 是 一 个 尤 拉 图 呢 ? 为 同 管 这 个 问题 ， 先 来 讲 无 环 无 向 
图 上 的 闭路 。 

设 在 无 环 无 向 图 C =( 防 ， 玉 ) 上 ， 给 了 一 个 边 的 序列 

2= (QQ QQs, QiQo QnQ1), 
在 这 个 序列 里 ， 无 重 边 ， 可 能 有 点 相 重 ， 自 Q, 竺 序列 里 这 的 
硕 序 行进 到 Qs 再 回 到 Q ,， 称 为 图 G 上 的 一 个 半路， 就 闭路 而 
谨 ， 其 每 一 点 的 次 数 显然 都 是 侦 的 。 
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89: 


Qs 


(—) {=) 
图 3.2 

图 3.2 中 的 《一 ) 与 (二 ) 都 是 闭路 ，《〈 一 ) 无 重点 无 重 
边 ，( 二 ) 有 重点 无 重 边 。 

上 面 讲 的 尤 拉 几 ， 实 际 上 是 一 条 闭路 ， 包 含 图 的 每 一 边 ， 
一 次 且 仅 一 次 。 

引 到 3.1 已 给 图 G = ( 久 ， 五 ) ， 有 限 ( 含 有 限 个 顶 与 有 
限 条 边 ) 、 无 环 、 无 孤立 点 ， 其 每 一 项 上 的 次 数 都 为 个 ， 则 其 
每 个 顶点 ， 必 在 一 个 闭路 上 。 

证 设 Q: 是 图 G 的 一 个 项 ， 在 Q: 有 边 Q:Q:， 央 Q: 的 次 
数 为 情 ， 故 还 有 边 Q@:Q。， 异 于 QiQ:， 自 Q 可 再 引 边 QsQ， 
…， 一 直到 点 Qs， 若 QQ,， 则 引 青 已 证 ， 和 否则 ， 册 于 图 是 
有 限 的 ， 这 样 引 边 ， 不 可 能 无 限 地 引伸 下 去 ， 必 到 某 个 地 步 作 
止 下 来 ， 若 个 止 在 某 个 异 于 Q; 的 任 一 项 上 ， 图 中 将 出 现 奇 次 
顶 ， 这 是 矛盾 ， 故 最 后 必 行 止 在 Q,， 得 一 闭路 。 〈 证 毕 》 

司 理 3.2 已 给 图 G =〈 关 ，E)， 有 限 、 无 环 、 无 孤立 点 ， 
设 在 其 上 有 二 闭路 24= 《Pi, Ps, …，Pn,P1) 与 z= (Qu 
Q:，…， QQi:)》， 若 此 二 闭路 有 共同 顶 Q%， 无 共同 边 ， 则 
此 二 闭路 ， 可 合并 成 一 闭路 。 
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证 设 两 条 闭路 的 共同 顶 是 04， 将 二 闭路 分 别 写 成 


zs1= CPi, PP Qo, Pr Po P1) 
22= 《QQ , QF, QE) 
则 2 = (CP, Pos QF, Qt  Q4, Q!, 


Pi Ps, Pi1), 
便 是 一 个 闭路 包含 z: 与 z:， 见 图 4.3。 
《证 毕 》 
定理 3.1 一 个 无 环 无 
向 多 重 图 GG =( 鲜 ， 世 ) 是 尤 
拉 圈 的 充分 和 必要 条 件 是 : 
1 ) 图 是 联接 的 ，( 2 ) 
其 每 个 顶 的 次 数 为 偶 。 
证 必要 性 设 图 是 万 
5 拉 园 ， 定 理 中 的 条 件 能 成 立 
图 3.3 是 显然 的 。 
充分 性 ” 设 已 给 图 G， 满 足 条 件 〈 1 ) 与 ( 2 ) ， 往 证 其 
为 劾 拉 园 。 首 先 ， 在 图 G 里 ， 作 极 大 闭路 z=〈(Qi， Q，， 
…，Qn，Q1) 设 阅 路 > 包含 所 有 的 边 ， 这 个 闭路 便 是 尤 拉 图 。 
否则 ， 在 原 图 G 里 去 控 这 个 闭路 ， 得 部 份 图 C' CG, G' 的 每 
个 项 的 次 数 都 为 偶 。G' 与 z 必 有 共同 点 Q, 否则 = G' Uz 将 是 
断 的 ， 这 是 矛盾 。 在 图 G “里 , 据 引 理 3.1 将 有 闭路 2 包含 Q ， 
又 据 引 理 3.2, 在 原 图 C 里 ， 闭 路 z 与 G/ 里 的 闭路 2 可 合并 成 G 
里 一 条 闭路 长 于 z， 这 是 矛盾 。 


bp 


总 


~ 


〈 证 毕 ) 


注 1， 在 无 环 联接 图 G=《 六， 上 ) 里 找 万 拉 醒 ， 实 际 上 就 是 我 国民 各 大 家 感 
兴趣 的 所 谓 “ 一 笔画 问题 ”， 一 个 图 可 否 用 笔 不 离开 纸 将 其 全 部 画 出 ， 每 杀 边 饥 
珊 一 次 ， 且 只 许 夯 一 次 。 

注 2， 在 以 上 的 研究 中 ， 都 假定 图 无 弥 ， 其 实 ， 可 以 去 掉 这 个 假定 ， 当 环 在 
一 项 上 ， 把 二 环形 成 的 次 数 记 为 2 邯 担 。 
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推理 3,1， 尤 拉 圈 是 一 个 初级 图 或 是 边 互 质 ( 即 徙 此 无 
公共 边 ) 的 初级 图 之 合 。 

证 设 尤 拉 圈 了 无 重点 ， 这 个 图 本 无 重 边 ， 故 图 是 一 个 初 
级 图 。 

设 尤 拉 轿 EE 有 重点 Q, 据 引 理 3,1 在 图 EE 上 过 Q 有 闭路 z12， ， 
则 五 将 是 二 闭路 z: 与 ?3* 之 合 ， 即 五 = zi:U zs， 若 在 21: 与 ?2 上 再 
有 重点 ， 仍 可 在 重点 拍 分 成 二 闭路 之 合 ， 因 图 是 有 限 的 ， 经 有 
有 限 次 这 样 拆 分 之 后 ， 原 图 将 是 若干 个 初级 圈 之 合 。 

(证 电 》 


I] 
3 


和 四 


{=) 


图 3.4 的 (一 ) 是 一 个 尤 拉 圈 ， 它 是 边 互 质 的 两 个 初级 团 
{el,， ez，es， et 与 1es，es， ei，es } 之 合 , 但 它 也 是 
{ei，ea，85， es } 与 1e，es，e7， ee } 罗 个 初级 图 之 合 。 
因此 ， 将 尤 拉 圈 写成 初级 图 之 合 ， 其 写法 不 是 唯一 的 。 

又 如 图 3,4 的 《二 ) 本 身 是 不 联接 的 ， 但 其 联接 分 子 图 者 
是 尤 拉 轩 。 当 然 这 个 图 也 可 以 写成 几 个 边 孔 质 的 初级 图 之 合 
《其 写法 是 不 唯一 的 ) 。 

又 如 图 3.5 中 (一 ) 征 原 图 ， 它 不 是 尤 拉 团 。 虽 然 它 也 包 
合 岂 个 初级 加 《如 (二 )、( 三 )、( 四 ) ) ， 但 是 不 能 写成 边 互 质 
的 初级 圈 之 合 。 若 将 无 向 图 GG =〈 攻 ， 互 ) 的 任 一 部 分 子 图 ， 
它 是 若干 个 尤 拉 轿 之 合 ， 叫 艇 广义 图， 仍 简称 为 因 ， 则 据 推理 
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【一 》 (二 ) (=) (到 ) 


3.1s 便 有 

推理 3.2。 无 向 图 G = (站 ， 互 ) 的 任 一 图 是 初级 轿 或 者 是 
若干 个 边 互 质 的 初级 喜之 合 。 

将 上 面 讨论 的 无 向 图 上 的 尤 拉 图 ， 推 广 到 有 向 名 上来， 已 
给 有 限 有 向 图 G=《〈 开 ， 避 ) ， 若 在 这 个 有 向 图 上 ， 存 在 回路 ， 
过 每 条 弧 一 次 且 仅 一 次 ， 别 这 个 有 疝 图 称 为 龙 拉 回路 ， 据 定理 
3。1 有 

推理 3.3。 有 限 的 有 向 图 G = ( 革 , 品 ) 是 一 个 尤 拉 回路 ， 当 
县 仅 当 ( 1 ) G 的 底 图 0 是 联接 的 ，( 2 ) 在 每 一 点 x 上 ， 有 
. d(x) =d5(x)。 


32 环 和 


两 个 集合 4 与 了 ， 取 其 在 4 或 在 8 中 、 但 不 同时 在 4 与 8 中 
的 元 素 ， 作 为 集合 C， 称 C 为 4 与 有 的 环 和 ， 记 作 4 旨 及， 显 见 
C= A®B= (AUB)- (ANlB)., 
环 和 A@®B 与 合 4UB 是 不 一 样 的 ， 前 者 不 含 4 与 8 的 公共 元 
案 ， 后 者 则 合 这 些 元 素 ， 若 4 人 8 了 = 中 ， 则 
A®B= AUB, 
此 时 可 以 把 环 和 简称 为 和 。 


团 G 的 底 加 ， 即 把 G 中 的 缴 均 看 成 是 无 向 的 边 所 得 的 图 。 
4 


在 无 向 图 G =〔〈 元 ， 互 ) 上 ， 任 一 初级 团 就 其 边 集 而 富 ， 
它 是 原 图 G 的 边 集 五 的 一 个 子 集 ， 就 其 项 而 言 ， 其 每 个 项 的 次 
数 是 2 ， 子 是 有 

定理 3.2 无 向 图 若干 个 初 环 和 是 一 个 留 。 

证 〈 1 ) 就 两 个 初级 团 而 言 ， 若 此 二 圈 边 互 质 ， 则 此 二 
初级 圈 或 有 公共 顶点 ， 或 无 公共 顶点 。 在 前 一 情况 下 ， 公 共 顶 
上 的 次 数 痢 是 4 ， 在 后 一 情况 下 ， 每 个 项 上 的 次 数 是 2 。 故 此 
二 者 的 环 和 ， 其 每 个 项 的 次 煞 都 是 非 0 偶数 。 据 定理 3.1, 这 个 
环 和 是 一 个 图。 

车 二 初级 图 有 公共 边 且 公 并 边 之 间 彼 此 不 相 邻 。 设 * 是 公 
共 边 上 一 项 ， 则 在 环 和 中 顶 x 的 次 激 将 是 2 +2 - 2 = 2《 因 
去 掉 公共 边 ，x 的 次 数 应 少 掉 2 ) ， 是 一 个 大 于 零 的 偶数 。 如 
公共 边 有 和 后 此 相 邻 者 ，* 是 二 相 邻 公共 边 的 公共 顶 ， 则 在 环 和 
中 顶 x 的 次 数 为 0。 但 当 二 初级 图 不 同时 ， 不 可 能 所 有 公共 顶 
都 是 相 邻 公共 过 的 公共 项 。 

( 2 ) 设 初 级 图 的 个 数 多 于 2 ， 若 这 些 初级 圈 两 两 边 互 
质 ， 其 环 和 的 顶 次 数 很 明显 ， 都 是 > 2 的 偶数 。 若 这 些 初级 名 
有 公共 边 ， 则 如 ( 1 ) 所 证 ， 总 有 一 些 公共 顶 的 次 数 为 至 少 是 
多 的 一 个 偶数 〈 其 余 公共 顶 的 次 数 为 0 ) 。 于 是 这 些 初级 图 的 
环 和 是 图 @ 的 一 个 部 分 子 图 ， 其 各 顶 上 的 次 数 痢 是 偶数 。 据 定 
理 3.1, 这 个 环 和 是 一 个 尤 拉 圈 ， 或 是 几 个 不 联接 的 尤 拉 图 之 
和 ， 故 是 一 个 圈 《 广义 曼 ) 。 


(证 毕 ) 
读者 可 注意 ,一 个 初 它 和 它 本 身 的 环 和 将 不 含 任何 
边 。 我 们 把 这 样 特殊 的 部 分 图 也 叫做 图 ， 称 为 驻 一 图 。 


33 余 图 


已 给 无 向 图 G =〈《 久 ， 瑟 ) ， 将 其 项 集 X 任 作 一 个 分 划 
(Xi as )， 使 
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Xi, KEY, XNX,=G, XUX,=X 
图 G 的 边 ， 其 一 个 顶 在 关内 ， 男 -个 顶 在 基 , 内 ， 所 有 这 样 的 
边 构成 边 集 互 的 一 个 子 集 ， 称 为 图 C 的 余 圈 ， 记 作 

四 [和 1， 性 2 。 

著 有 A、Bx#8,， A、BCX, AUB=C, ANB= 好 ， 
其 中 G4 与 Gs 都 是 G 的 联接 子 图 ，G。 是 G 的 联接 分 于 图 ， 
则 G 的 边 ， 其 一 个 项 在 4 内 ，-- 个 顶 在 8 内 者 构成 边 集 忆 的 一 
个 子 集合 ， 称 为 图 C 的 初级 余 围 。 

由 上 定义 可 知 ,， 如 图 GG= (六, 是 联接 的 ，Gx1 与 


一 一 一 RN 
\ 


Cx :部 是 G 的 联接 予 图 ， 则 [X:， 天 2] 是 初级 的 。 
例如 图 3.6 中 的 (一 )， XY1= {xiy Xs}, X= {xs, 
Was Kes Kas X79 Xe Xo} OLXI, Xsd = {el, es 
es } 是 一 个 祭 圈 。 如 取 叶 [= {x %s Xs yx ,下 := {Xs 
xey， 37， X59 %6}， 则 因 Gxi 与 GXx; 都 是 一 个 联接 的 部 分 
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字 图 ， 故 @ [多 ， 半 = { e1，es se } 是 一 个 初级 余 围 ( 见 
图 3.6 的 (三 ) ) 。 

定理 3.3 在 无 向 图 G= (其 ,已 ) 里 ， 二 余力 的 环 和 是 
一 余 圈 。 

证 命 二 余 图 是 ，[X,， 了 1】 ，@: [XX:,， 了 4] ， 其 中 
Xs Vs Xs Vs XY = 8, 
XNY:= 8, 

XUYL= XUY,=X, 
半 1、 匡 ,、Y1、 了 将 分 整个 六 为 四 部 分 ( 见 图 3.7 ) ;车 1X，， 
区 了 ，T 区 。， 入 (为 使 记号 简单 ， 以 下 用 -48 表示 二 集 
合 4 与 B 的 交集 LI 有) 。 图 G=〔 开 ,已 ) 的 任 一 边 ， 其 二 顶 
所 在 位 置 将 有 16 种 可 能 性 〈 计 及 重复 ) 。@o:@os 的 边 在 @ ,里 
或 在 里， 但 不 能 同时 在 o :与 o: 星 。 


A 
中 的 


(一 ) (=) (=) 
图 3.7 
@ 1 中 的 边 ， 其 二 项 所 在 位 置 有 四 种 可 能 性 : 
XXss VXss KVs VY Ysy XX Y Ys 和 
YX 
悦 样 ，os 中 的 边 其 二 顶 所 在 位 置 ， 也 有 外 种 可 能 性 ; 
XX RVs 了 了 区 和 77 XIVss 
YiX,, 
故 @ ,多 v0, 中 的 边 其 二 顶 所 在 位 置 ， 仅 有 下 列 四 种 可 能 性 ， 
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天 天 天 和 了 和 

YiYse 
册 此 可 见 ，@; 镶 @, 中 的 边 ， 其 =. 顶 分 别 在 

UYLY: 与 半 ,Y,UY 1 关内 。 文 

KXUY YY, XVIUY X,Y, 

(大 Un CK UY X,) =Y, 

CKKXUYVY YY CX UY As ) =X, 
因 若 六! 半 , UY ,VY := 人 将 导致 天 和: = 了 YY = 此 时 @， 
与 %, 将 是 同一 余 圈 。 因 而 el:@o* = 好 ,这 是 好 一 余 圈 。 同 
樟 ， 世 二:UY :三 = 苛 电 导致 ol 四 os= 好 。 故 

Do = 0 KXUY Ys, XY UY KX) 。 
《证 毕 ) 

定理 3,4 任 一 余 男 是 边 互 质 的 初级 余 图 之 和 。 

证 设 所 给 余 圈 是 【和 大， 大:] ， 命 子 图 Cxi 的 联接 分 
子 图 是 GX， GX …，Gxu， 则 

@ (Xs, Ks) =0 CHK, XI Bo LX XI OD 
“Bo [X14, Fl] ， 
余 园 @ CX, 于 5] [其 时 [Kk] 
等 是 边 互 质 的 。 

设 包 含 X。， 天 :的 联接 分 子 图 是 Gc， 命 含 C 一 六 ,1 的 联 
接 分 子 图 是 CGcl，GCea，…， 则 

加 [Xi 和] = 0 CXiis CD Do [Xii, CI 由 
:Do [Xi Ci [OB 
由 于 C=XiUCUC:U…UCU… 

= CiU (CX UCiY) 
C; 和 ,1 UC1U… 都 是 联接 的 ， 且 两 两 点 互 质 《 即 彼此 无 
公共 点 ) ， 而 其 合 是 C， 也 是 联接 的 ， 据 定义 知 @ CX1;， 
Ci 是 初级 的 ,参看 图 3.8， 且 @ [Xi ，C1] 等 两 两 边 互 质 。 
《证 毕 》 
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$4 向 司空 间 
给 出 m 维 向 量 z= (ei1， say 
…，sa) 其 中 si= 0 或 1 共有 2” 
个 这 样 的 向 量 。 若 其 每 个 元 素 都 是 
0 ， 则 称 之 为 多 一 向 量 。 


二 向 量 

BE1= (B11 El29 3 E14s 
ela) 

E23 (E21 E22 ,E249 
ea 


的 环 和 记 作 eliG@es*， 它 是 将 二 向 量 的 相应 元 素 相 加 (〈 模 2 )， 
效 这 样 的 二 个 m 维 向 量 的 环 和 
se: 

仍 是 这 样 的 一 个 m 维 向 量 。 

在 环 和 作 运 算 下 ， 所 有 的 2 个 m 维 向 量 构 成 一 个 加 活 
群 ， 其 单位 元 索 是 多 一 向 量 ， 每 个 向 量 的 首 元素 是 其 本 身 。 

取 数 域 { 0 ，1 } 作为 系数 域 ， 则 所 有 的 2 个 这 样 的 m 
维 向 和 置 ,在 环 和 运算 名 之 下 构成 一 个 m 维 向 量 空间 ,其 维 数 是 m。 

ei=《0，,，“…，1，0，…，0 ) ,其 第 i 个 元 素 是 1， 其 


他 元 素 都 是 0( i= 1 ，2，…，m ) 构成 这 个 向 量 空间 的 
一 个 基底 。 

设 有 向 量 e,，s:*，…，si， 若 存在 一 组 数 
Ch hm 和 信 ) 寺 (0，0，… 0) 使 


Zies = 纪 ， 


则 这 组 向 量 称 为 线性 相关 的 。 若 一 向 量 e: 与 e: 的 数量 积 cl'es 
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= 0《 模 8 )， 则 称 此 二 向 量 相互 正 灾 。 现 在 将 上 曾 引 进 的 概 
念 应 用 到 图 上 来 。 

已 给 无 向 图 G =《 六，E 》( 可 以 假定 这 个 图 无 环 》， 将 
其 4 个 顶 标 号 为 x1，x1，…，x， 下 条 边 标号 为 e, ，es， 
…，ea ， 作 m 维 向 最 

a (el gay "> En), 

其 由 s = 0 或 1 ， 
这 个 向 最 实际 上 代表 图 G 的 一 个 部 分 图 ， 同 样 用 :表示 。 当 向 重 
e 中 元 素 e， = 1 时， 表示 部 分 图 se 含 边 e:; ， 否 则 当 e，= 0 时 ， 
部 分 图 s 则 不 含 边 e; 。 如 上 所 言 ， 这 2 "个 m 维 向 重 在 环 和 运 
算命 之 下 ， 取 { 0，1 } 为 系数 域 ， 构 成 一 个 m 维 向 量 空间 。 

定理 3.5 无 环 图 G = ( 义 ， 忆 ) 其 所 有 的 网 ( 包括 广义 图 》 
加 上 纪 一 图 构成 一 个 向 重子 空间 。 

证 据 定理 3.1 与 3,2, 这 个 定理 是 显然 的 。 (证 毕 ) 

这 个 子 空间 简称 为 图 空间 。 同 样 据 定理 3.3 和 8.4 也 有 

定理 3.6 无 环 图 C = (六 ， 上 ) ,其 所 有 的 余 图 加 上 记 一 余 
图 构成 一 个 向 重子 空间 。 

下 节 将 研究 这 些 向 量子 空间 的 基底 如 何 确定 ， 它 们 的 维 各 
是 什么 。 


85 图 维 数 


在 上 章 我 们 讲 过 无 环 联接 图 C = ( 发， 已 ) 的 跨 顶 树 全 和 
与 卫 相 联系 的 余 树 7e。 跨 顶 树 共 含 n- 1 条 边 ， 祭 树 休 。 则 
含 m-#+ 1 条 边 。 在 Te 中 任 取 一 边 e 加 进 跨 项 树 7 内， 得 图 
了 +e， 其 中 含 瞧 一 一 个 初级 园 〈 第 二 章 定 理 2.6 》。 故 与 任 一 
跨 顶 树 了 相应 的 共有 m - n+ 1 个 初级 园 。 这 些 初 级 圈 两 两 各 至 
少 有 一 边 不 同 。 按 上 节 m 维 向 基 的 概念 ， 这 些 图 必 有 线性 无 关 。 
于 是 有 

定理 3.7 图 空间 的 维 数 关 2 如 -n+ 1。 
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图 空间 的 维 数 记 作 v(G)。 这 个 定理 就 是 ， 在 无 环 联接 图 G 
租 y(G) 之 mn+ 1。 

同样 ， 取 跨 顶 树 T 的 任 一 边 e 加 进 相应 的 余 畦 Tc 得 部 分 图 
T.+e， 则 有 

定理 3.8 无 环 联接 图 G =〈 半 ， ) ， 设 7 了 是 其 跨 顶 树 ， 
工 .是 相应 的 余 树 。 在 上 任 取 一 边 e 加 进 T.， 则 部 分 图 T。+e 中 
将 含 一 个 且 仅 一 个 初级 余 国 。 

证 〈 1 ) 在 跨 顶 树 了 上任 取 一 边 e 后 ， 树 被 截断 ， 其 4 个 
顶 划 分 成 二 部 分 下 ;与 苹 *， 二 部 分 各 有 顶 上 且 无 公共 项 ， 合 起 来 
是 顶 集 汉 。 攻 :与 环 : 之 间 的 联 边 本 有 一 部 分 含 在 Te 内 ， 仅 蒜 
于 边 e 将 此 二 者 相 联 。 现 取 e 加 进 了 *， 便 得 一 个 余 照 。 

(2 ) 子 图 GX 与 GX 各 含 树 了 的 一 个 联接 部 分 ， 故 
GX1 与 GX 是 联接 的 ， 据 定义 ， 这 
个 余 国 是 初级 的 。 

《 3 ) 若 有 二 个 初级 余 疼 含 在 
Te+e 内 ， 且 均 食 e， 则 此 二 余 图 
的 环 和 将 不 含 边 e 。 直 :与 怀 : 将 互 
相 联 接 ， 环 和 不 成 余 圈 。 这 与 定理 
3.3 矛 盾 。 


SC (证 毕 》 
图 3.9 在 图 3.9 中 实 线 边 组 表示 器 顶 
树 7 了 ， 虚 线 边 组 表示 相应 的 余 树 了 e。 将 边 e 自 了 去 掉 , 加 进 了 e， 
其 中 包含 初级 余力 
@ [和 下 = le, f, 9, bh}, 


推理 3.84 设 和 无 环 联接 图 @ = (X， 已 ) 的 余 圈子 空间 的 维 
数 记 为 L(G)， 则 4 (G ) Pr 1。 

证 跨 顶 树 7 共 合 n- 1 条 边 ， 共 有 nn 1 个 相应 的 初级 余 
这 ， 而 这 些 余 圈 又 两 两 各 有 一 边 互 不 相同 ， 这 mn ~ 1 个 初级 余 
图 应 相互 独立 。 《证 毕 ) 
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定理 8.9 无 环 联接 辕 G= (多 ,EE 》 上 任 一 初级 因 和 任 一 初 
级 余 图 是 相互 正 交 的 。 

证 设 初级 圈 为 x ， 初 级 余 圈 为 kc。4 是 联 接 的 ，pHe 则 分 
截 顶 集 久 为 二 了 于 集 久 ,与 六 ,: 

1 NX = LU = 天 

著 44 与 pe 无 公共 边 ， 即 4 的 边 全 合 在 半 , 或 区: 内， 则 与 4 和 He 相 
应 的 两 个 m 维 向量 其 数量 积 为 4'pc = 0 。 

车 4 与 ke 有 公共 边 ， 由 于 /是 联接 的 ， 当 # 沿 pe 的 一 边 自 
革 志 向 六 ,， 必 再 沿 je 的 另 一 边 自 六 ; 走 加 多:。 亦 即 当 # 与 
je 有 公共 边 时 ， 公 共 边 必 成 对 出 现 。 取 二 者 的 数量 积 模 2， 结 
果 必 为 0 。 亦 邯 zopes0( 模 2 )。 

定理 3.10 无 环 联接 图 G 的 圈 维 数 是 y(《G ) = ~ at 1， 
余力 维 数 是 i (G》=n- 1。 

证 圈 空 间 与 余 圈 空间 都 是 整个 思维 空间 的 子 空间 。 又 据 
定理 3.7 及 推理 3,8o， 有 

my (GG) +a(G) 六 由 一 和 二 1 +r- 1 = 

故 YG)=m-n+1, kk(G)=#n-1。〈 证 毕 ) 

推理 3.10。 无 环 联接 图 G-(X ,EF) , 任 取 甘 项 树 T , 其 相应 
的 余 树 设 为 Tc, 则 在 Tc 中 每 次 取 边 ce 加 进 T, 所 得 到 的 mm 一 n+ 1 
个 初级 图 构成 圈 空 间 的 一 个 基底 。 将 T 中 每 一 边 e 加 进 余 树 Tc， 
所 得 到 的 n - 1 个 初级 余 图 构成 余 图 空间 的 一 个 基底 。 

推理 2.108 无 环 图 G =〈 关 ,EE) 具 n 个 项 \m 条 边 沁 个 联 
接 的 分 子 图 ， 则 圈 维 数 是 

YG)=m-ntp, 

推理 3.10。 无 环 图 G =《 苑 , 王 ) 具 # 个 顶 ,zw 条 边 .Pp 个 联 

接 的 分 子 图 ， 则 余 轿 维 数 是 
HG)=n-p, 

推理 3,104 无 环 图 G = (七 , 匹 ) 共 有 2 7G) 个 图 ， 其 中 包 

含 CI 一 圈 。 图 G 共 有 34(5) 个 余 贿 ， 其 中 包含 儿 一 余 图 。 
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证 ”基底 团 的 个 数 是 v( G ) ， 这 此 图 的 任意 线性 组 合 都 
是 图 定理 3,2)。 在 组 合 中 ， 每 个 图 取 或 不 取 ， 共 有 2 "6》 
个 方法 。 全 不 到 便 是 好 一 图 。 我 们 把 纪 一 图 也 看 作 是 一 个 图 。 

同 理 可 证 推理 的 第 二 部 分 。 《证 毕 ) 


$6 图 的 炬 阵 表 示 


以 上 所 讲 的 图 、 余 图 、 跨 顶 树 和 相关 的 余 树 都 是 图 G = 
(多 ， 正 ) 的 部 分 图 。 每 个 这 样 的 部 分 图 都 可 写成 一 个 m 维 向 
量 ( 设 图 G 具 wx 个 项 ，mm 条 边 》。 辟 如 图 8 .10， 其 项 边 结合 矩 
阵 是 ma xz 型: 


图 3.10 


el es eye ee es 
101001 ,x 
[iioroo jz 
M=, 011010 
looolilli1 lx 


跨 顶 树 T= 〈( 基 ，{ e4，es，es } ) 的 顶 边 结 合 洪 阵 是 


Xs 
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以 el;、e:、es 为 边 的 那些 园 41、A ，4 构 成 图 的 一 个 基 席 ， 
写成 m 维 向 量 便 是 ， 
Hi=C1, 0, 0, 1, 0, 1), 
p=C0, 1, 0, 1, 1, 0), 
Li= C0, 0, 1, 4, 1, 1), 
写 出 它们 与 边 的 结合 矩阵 (图 边 绪 合 矩阵 ) 便 是 。 
C1 BE C3 C4 E85 C8 
100101 1 各 
Mis=| 010110 | 
001011 
与 路 顶 树 了 相应 的 余 树 了 .写成 m 维 向 量 是 : 
Te= (1,1,1,0,0,0), 
与 树 ? 相应 的 余 蜀 写成 m 维 向 量 是 ， 
m= C1,0,1,0,0,1), 
HE= 1,1,0,1,0,0),» 
HE= C0,1,1,0,1,0 ),» 


写 出 它们 与 边 的 结合 挎 阵 〈 余 图 边 结合 矩 阵 ) 


@1 8) €1 C1 Cs ee 
101001 1 由 
Mus| 110100 | 
人 oil1l01l0 /Ju 
在 图 边 结合 矩阵 里 ， 我 们 可 注意 到 它 是 v(G) xm 型 的 , 且 
其 首 v x v 型 子 矩 阵 是 一 个 v 阶 单位 符 阵 ， 这 总 是 可 能 的 。 任 取 
一 个 跨 顶 树 了 ， 然 后 把 与 树 了 相应 的 余 树 了 .里 的 和 边 重新 编导 为 

el ez，…，ey. 相应 图 边 结 合 矩 阵 便 成 这 个 形式 。 
图 边 绪 合 矩阵 的 每 一 行 代表 一 个 图 ， 构 成 几 底 。 将 这 些 行 
所 有 的 线性 组 合 《 环 和 ) 共 2* = 8 个 都 写 出 来 ， 附 在 这 个 矩阵 
54 


的 下 面 ， 扩 大 成 2" xm 型 ， 得 矩阵 Mu (ao) 


ei 


Ma(o)= 


ooprpoor 


3 


orororo 


es Cs es ee 


0 


cirrmoro 


1 


corproor 


0 


0 


oormprrr 


0 


1 


局 


0 


加 


上 


这 是 图 C 里 企 部 园 边 结合 抵 阵 。 每 行 代表 一 个 圈 。 
矩阵 《 余 固 共 2 = 8 个 ) 是 


同样 ， 图 G 里 全 部 余 锋 边 


Mucco)s 

1 Bs 

1 0 

1 1 

0 1 

i oo 

Mucto) = 1 1 

1 0 

0 0 

0 0 


-nro-s 


结合 


Er Es Es 


0 
1 
0 
1 
0 
1 
i 


0 


orrrpoproo 


1 


ormos” 


0 


定 更 3.11 含 # 硕 、#~ 1 条 边 的 无 环 图 C = ( 针 ， 玉 ) 成 树 ， 
其 充分 和 必要 条 件 是 其 顶 边 结合 矩阵 的 忽 为 8- 1 。 

证 必要 性 设 G 是 树 ， 则 G 必 是 联接 的 ,其 每 个 顶 上 
的 边 构 成 一 个 余 轿 。 图 共 含 # ~ 1 个 独立 的 余 图 ,成 为 余 图 
子 空 间 的 底 。 在 这 个 nx (na- 1 型 的 顶 边 结合 矩阵 中 , 必 会 # 一 工 
个 独立 的 行 ， 故 这 个 矩阵 的 秩 是 xs- 1。 实 际 上 ， 顶 边 结合 盾 阵 


55 


的 每 列 只 含 两 个 非 才 元 素 1 。 在 环 和 之 下 ， 这 n 行 线性 相关 ， 
每 行 都 线性 相关 于 其 他 n- 1 行 。 由 此 知 ， 每 5- 1 行 都 是 线性 无 
关 的 。 否 则 线性 无 关 的 行 的 个 数 将 不 超过 *- 2， 因 而 结合 矩阵 
的 秩 将 不 超过 x -2， 这 不 可 能 。 

充分 性 ”反之 ， 设 顶 边 结合 矩阵 的 秩 是 z- 1 ， 其 中 必 含 
# 一 1 个 相互 独立 的 行 。 每 行 是 一 个 余 圈 ， 这 个 图 必 含 #1 个 
独立 的 余 图 ， 因 而 这 个 图 必 是 磋 接 的 。 青 则 余 圈 底 的 维 将 小 于 
4#- ]， 这 是 矛盾 〈 推理 3.10。) 。 图 G 含 # 顶 、# 一 1 边 ， 而 又 是 
联接 的 ， 故 图 是 树 ( 定理 2.3 ) 。 《证 毕 ) 

上 定理 可 推广 到 一 般 情况 。 

定理 3.12 含 # 顶 、w 边 的 无 环 联接 图 = ( 式 ， 瑟 )， 其 项 
边 结合 矩阵 好 是 *- 1 秩 的 。 其 中 任意 #1 个 列 相 对 应 的 n 一 1 边 


构成 一 个 跨 顶 树 ， 当 且 仅 当 这 z- 1 个 列 线 性 无 关 ， 亦 即 其 相应 ， 


的 4- 1 阶 于 行列 式 寺 0( 模 2 ) 。 

证 无 环 联接 图 = (入 ，E)， 含 n 硕 、trx 边 ， 和 恒 有 跨 顶 树 
《 定理 2.5 ) 。 这 个 跨 顶 树 所 赖 以 构成 的 4 1 条 边 在 结合 矩阵 
中 对 应 的 4 -1 列 必 互 相 独立 ( 定理 3.11 )， 故 顶 边 结 合 插 阵 
人 4 其 秩 不 小 于 n - 1。 但 放 的 每 行 含 二 菲 零 元 素 1 ， 在 环 和 运算 
下 ， 这 些 行 是 线性 相关 的 。 故 结合 矩阵 半 的 蕉 恰 是 -~ 1。 据 定 
理 3.11， 本 定理 的 第 二 部 分 是 显然 的 。 

最 后 ， 设 了 是 G 的 一 个 跨 项 衬 ， 则 了 含 "- 1 条 边 。 将 往 证 在 
这 n 一 1 条 边 所 对 应 的 必 市 的 # 一 1 个 列 中 ， 任 除去 一 行 后 所 余下 
的 《ma- 工 ) 阶 子 行列 式 之 值 是 + 1 ， 因 而 另 0《 模 2 )。 

不 妨 设 在 T 的 边 所 对 应 的 n - 1 列 组 成 的 子 矩 阵 中 除去 点 x。 
所 对 应 的 行 后 得 到 一 个 4 1 阶 子 行列 式 。 对 G 中 的 点 重新 标 号 
如 下 ， 任 取 一 个 T 的 悬 排 点 ( 六 x。) 标 为 x1， 所 关联 的 边 标 
为 。 然 后 在 由 了 除去 点 *1、 边 2 后 余下 的 图 中 再 到 一 个 县 持 
点 〔〈 闷 x，) 标 为 x， 所 关联 的 边 标 为 2。 这 样 每 次 到 一 个 大 
挂 点 及 其 所 关联 的 边 依次 排序 ， 直 到 标 出 点 x' *-i、 边 ev- :为 
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止 。 这 种 点 、 边 的 新 标号 方式 意味 着 对 ? 原 有 之 顶 边 结合 矩 
隆 进 行 行列 交换 ， 只 会 导致 行列 式 改 变 符号 。 而 最 后 依 标 
号 好 ，x， "X19 一] 及 64,6，…，e'w 一 1 所 写 出 之 顶 边 结 
合 挎 阵 显然 是 一 个 三 角形 抢 阵 。 其 上 三 角形 元 索 全 为 0 , 主 对 角 
线 元 素 全 为 1 ， 因 而 ， 其 行列 式 的 值 为 1 。 故 厌 来 矩阵 M 中 ， 
了 所 对 应 的 - 1 个 列 中 所 含 的 (n- 1) 阶 子 行列 式 之 值 是 二 bb 
即 扣 0( 模 2 ) 。 《证 毕 ) 

无 环 联接 图 C-《〈X， 互 ) 的 顶 边 结合 矩阵 机 是 (nn-1) 
秩 的 ， 其 每 np~ 1 行 都 线性 无 关 。 因 此 ， 在 一 般 计 算 中 ， 可 以 任 
意 抹 埃 一行， 写成 一 个 (nn- 1) x m 型 第 阵 ， 称 为 顶 边 结合 的 
简化 怒 阵 ， 记 作 Ma。 这 个 矩阵 的 每 一 行 表示 该 行 所 代表 的 那 
个 项 上 的 余 团 ， 这 些 余 图 构成 图 G 余 轿子 空间 的 底 。 例 如 ， 图 
3.10 的 顶 边 结合 简化 矩阵 是 : 


el ez ea C4 Cs Os 


上 11110100 Xe 
Mi=: 011010 ;x 
:oo00111 jx 


m+1 nl1 


人 4H: 的 后 三 列 代表 跨 顶 诗 T= {e。，es，e。s} ， 前 三 列 代表 相 
应 的 余 树 Te。 将 es 加 进 了 .， 其 中 {e,，e,，es} 便 是 一 个 余 
园 ， 这 就 是 与 x: 相 应 的 那 一 行 。 同 样 ， 与 xs，x:+ 对 应 的 嘟 两 
行 也 是 两 个 余 圈 。 读 者 不 难 验证 ， 在 7 中 任 取 一 列 加 到 下 里 ， 
总 有 一 个 (za -IT) x《n-1) 的 子 行列 式 ， 其 列 线性 相关 ， 吉 
示 这 些 边 所 构成 的 那个 部 分 图 荐 一 个 圈 。 

只 需 自 简化 的 顶 过 结合 矩阵 中 找到 n ~ 1 个 相互 独立 的 列 ， 
则 这 些 列 所 代表 的 边 便 物 成 一 个 跨 顶 树 。 反 之， 任何 跨 顶 树 都 
可 在 这 个 简化 的 顶 边 结合 短 泗 中 找 训 。 子 是 他 
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推理 3.12。 无 环 联接 图 G =《〈 励 ， 瑟 ) 里 路 顶 树 的 个 数 ， 
等 于 其 简化 的 顶 边 结合 矩阵 中 其 列 线性 无 关 的 《na - 1) 阶 子 行 
式 列 的 个 数 。 ， 

证 到 简化 的 项 边 结 合 矩 阵 为 


捐 定 理 3,12 其 易 导 出 本 推理 。 《证 毕 ) 


837 数 树 
本 节 将 研究 在 无 环 无 向 图 G=〈 工 , 区 ) 里 小 项 树 的 个 数 。 
设 已 给 无 环 联接 图 G=〈 式 已 ) ， 将 其 边 任意 定向 便 得 
无 环 联接 有 向 图 G=〈 关 ，U ) ， 后 者 的 项 弧 结 合 矩阵 是 ， 


Hm 


% 
Ya 


1 /xr 


这 个 矩阵 是 nx m 型 的 ， 其 每 列 有 二 非 零 元 素 ， 一 个 是 + 1 ， 一 
个 是 - 1。 显 见 ， 这 是 一 个 全 单 模 短 阵 。Q 相应 的 无 向 图 G= 
〈 励 ， 殖 ) 的 项 边 结合 矩阵 是 : 


C1 Es "em 


1 
Xs 


) 
订 的 得 来 ， 是 在 i 里 将 每 列 上 的 某 一 个 + 收成 ~ 1l。 简化 的 结 
合 矩 阵 (撤去 第 一 行 ) 末 * 与 Max 有 同样 的 关系 ， 且 条 仍旧 
全 所 谓 全 单 模 矩 降 , 就 是 该 矩阵 里 任 一 子 矩 阵 之 行列 式 之 德 最 0 、- 1 或 + 1 。 
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是 一 个 全 单 模 拭 阵 。 于 此 有 
下 理 3.3 在 简化 结合 矩阵 好 中 ， 任 一 人 a- 巧 阶 子 行列 式 
万 。 := 0 的 充分 和 必要 条 件 是 其 在 Max 中 相应 的 Cn- 1 ) 阶 
子 行列 式 Do :一 0 〈 模 2 ) 。 
证 在 任 一 个 数字 算式 中 ， 将 某 一 项 改 号 ( 即 由 正 改 负 或 
由 负 改 正 ) ， 其 结果 是 〈 模 2 ) 相等 的 。 又 在 一 个 行列 式 中 ， 
将 某 个 元 素 改 号 ， 无 非 是 在 其 展开 式 中 将 某 些 项 改 号 ， 结 果 是 
《〈 模 2 ) 相等 的 。 
设 五 -= 0 ， 在 万 _, 中 将 所 有 的 元 素 -1 改 为 *1， 将 有 ， 
0 = 万，,=…= 丫 ，,( 模 2 )。 
反之 ， 在 Dn- 的 每 一 列 上 逐次 将 一 个 +1 改 成 -1 便 有 : 
Dai 三 … 三 Dn ( 模 2 ) 。 
但 因 太 :是 爹 单 剖 械 阵 ， 任 一 (n - 1) 阶 子 行列 式 之 值 是 0 、 
~] 或 :1。 故 当 DDs_1 三 0《( 模 2 ) 时 必 有 5,_，= 0。( 证 毕 ) 


在 无 环 联接 有 向 图 G =〈 XX,，U ) 中 ， 它 的 圈 、 余 图、 六 
顶 树 等 等 ， 都 和 它 的 底 图 无 向 图 G=〈 关 ， 玉 ) 里 的 各 应 部 分 
图 一 一 相应 。 不 过 ,在 这 个 时 候 ， 将 其 写成 m 维 向 量 的 形式 时 ， 
向 量 中 的 元 素 在 图 的 边 的 方向 确定 之 后 ,有 些 是 +1, 有 些 是 -1。 
例如 图 3.11 相 应 的 结 台 托 阵 是 ， 
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8 ea es E14 es en 


1 0 1 (00 TY 
i | 


\00 0-1+] + 
相应 的 简化 结合 矩阵 是 : 
el ez C8 Es 25 Ce 
fr110100 多 
0 1 

lo 090111 多 
与 HL He Ws Us Hs de 
-1-1 0+1 0 0] 
0-l 0-1 0 x 
00 0-1+1 a 


在 有 向 图 (图 3,11 的 (二 ) ) 中 ，《 xitxidixalex1)》 构 
成 一 个 较 。 若 取 这 个 图 的 总 方向 为 顺 时 针 方 向 ， 则 表示 这 个 图 


的 那个 向 量 便 是 《+1，0，0，+1，0，+1 ) ， 若 取 逆 时 


针 方 向 


为 这 个 图 的 总 方向 ， 则 这 个 图 的 相应 向 量 便 是 (-1，0，0，-1， 
0，-1) 。 同 样 ， 取 顶 x :上 的 余 四 的 总 方向 是 自 x: 到 其 他 各 项 


的 ， 即 取 这 个 余 轿 为 0[x,。{ x。，xs，%4。} ]， 其 相 


应 的 向 


量 是 (+*1，0，+*1，0，0，-1) 。 反 之 ， 出 相应 的 向 量 是 《-1， 
0，-1，0，0，*1) 。 又 {ai， az， xs } 构成 一 个 洲 顶 树 ， 取 
2 as 为 其 总 方向 ， 其 相应 向 最 是 《*1,-1,0,0,-1，0) 。 
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相反 ， 则 得 向 量 《 -1，+1，0，0，+1，0 ) 。 读 者 不 难 举 出 类 
似 的 例 。 
定理 3.43 ”无 环 联接 有 向 网 G= (XX，U ) 里 ， 跨 顶 树 的 个 
数 等 于 其 简化 结合 矩阵 里 异 于 0 的 (ma- 工 ) 阶 子 行列 式 的 
个 数 。 
证 “由 于 在 这 里 引用 的 运算 是 环 和 @， 系 数 域 {10，1} 
《 模 2 )， 赦 引用 推理 3.12. 和 引 理 3。3 便 可 推 得 本 定理 。 
(证 音 》 
定理 3.14 无 环 联接 图 G=( 六 ,已 ) 的 路 顶 树 的 个 数 等 于 
1 歼 。， 六 人 包 ， 其 中 条 4 是 打 x 的 转 星 矩 阵 。 
证 ” 据 上 定理 ， 无 向 轿 的 路 顶 树 和 其 相应 的 有 向 图 的 跨 顶 
树 是 一 一 对 应 的 。 又 据 引 理 3.1 及 矩阵 论 里 一 个 定理 | 到 和 ,放生 | 
等 于 于: 中 所 有 蜡 于 0 的 (n -二 阶 子 行列 式 的 值 的 平方 和 。 肛 。 
中 每 一 个 异 于 0 的 《n-1) 阶 子 行列 式 其 值 是 -1 或 -1。 故 定理 
得 证 《 这 里 的 运算 ， 又 回 到 平常 的 运算 ) 。 
《证 毕 》 
例如 图 3,.11 的 (二 ), 其 


M+ | 


人 


项 3.11 的 《一 ) 是 一 个 KK,， 抽 计生 全 病征 
个 。 这 16 个 跨 顶 树 在 图 3.12 中 绘 


2. 
A 
人 入. 
~ 


>| 


A 人 
AN AS 
二 . 个 
入 人 人 


图 3.12 


推理 3.14。 天 ,的 路 顶 树 的 个 数 是 mm-: 。 

证 将 天 ,的 边 任 意 定向 ， 变 成 有 向 图 六,， 其 简化 的 也 弧 
结合 矩阵 下 ,是 (# -1 ) x C 和 型 。 每 行 含 (# - 1) 个 非 零 元 素 
《+1 或 -1 ) 。 每 列 最 多 含 二 非 零 元 索 〈 车 只 含 一 个 非 0 元 素 ， 
则 这 个 元 索 是 +1 或 -1。 若 含 二 非 零 元 素 ， 则 一 个 是 +1， 一 个 是 
-1) ， 且 每 二 行 只 有 一 列 有 二 非 零 元 索 ， 一 个 是 +t1， 一 个 是 - 
(Kn 是 单纯 图 ， 每 二 点 之 问 有 一 条 弧 ， 且 仅 有 一 条 弧 》。 放 


|" 


n-1 (-1) 
Cl) 


ee 
Ma Ma 


-1 

主 对 角 线 上 的 元 素 全 是 a - 1, 主 对 角 线 上 下 二 侧 的 元 素 均 为 -TI。 
将 各 列 加 到 第 一 列 上 去 ， 再 将 第 一 列 分 别 加 到 其 他 各 列 ， 行 列 
式 变 为 ， 
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1 
《0) 
二 -2 
3 (0) 网 
1 ni 《证 毕 ) 
这 里 讲 了 无 向 图 里 路 顶 树 的 个 数 的 计算 。 以 下 我 们 还 要 讲 
一 讲 有 向 图 里 跨 顶 树 形 图 的 个 数 的 计算 。 


在 (无 环 联接 ) 有 向 图 GS = 六 ，U ) 中 ,我 们 可 以 就 其 
募 方向 的 相 邻 矩阵 ， 来 研究 它 的 一 些 性 质 。 

设 dzCxpxi) 夫 0， 称 4; 到 xy 是 相通 的 。 若 dz (Cx 
xi ) = 0 ， 则 称 x ;到 x ;是 不 相通 的 。 

了 di(Cxixi) = 有 表示 共有 h 条 强 以 ;为 终点 , 亦 即 

izej 

ds (xi) =k。 

作答 阵 ”A= (oj) 
其 中 ai=dt (x,,x;:) 
如 图 无 环 ， 则 ai = 6 ， 对 一 切 ; 均 成 立 。 以 下 假定 所 讲 的 图 都 
无 环 。 

再 作 和 矩阵 ” D= (d;) 


{0 当 i i 时 
其 中 di=,， 
\ dalx;) 当 i= 7 时 
自 扼 阵 刀 减 去 矩阵 4， 得 
dalx1) 
-of 
D-A= 
-a 
-a J 
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实际 上 这 个 卸 阵 的 每 一 行 与 每 一 列 都 对 应 于 有 向 图 的 一 个 顶 。 
主 对 角 线 上 的 数 表示 每 个 顶 的 入 次 。 各 列 上 的 其 他 元 素 ， 其 络 
对 全 表示 其 他 各 顶 到 该 项 的 弧 的 条 数 ; 各行 上 的 其 他 各 数 ， 其 
绝对 值 表 示 该 顶 到 其 他 各 顶 的 牟 数 。 

去 指 这 个 知 隆 的 第 一 行 与 第 一 到 得 (za -1 ) 阶 子 箱 隆 ， 记 
其 行列 式 为 A 


da(x2) -ade ds 


-a da (Xa) ere a 


G(Xa) 


例 图 3.11( 二) 是 一 个 无 坏 的 有 向 图 "其 相应 的 矩阵 如 


an n 
-a -3 


-1 2 了 -3 

10-1 1 

定理 3.15 已 给 x 个 顶 ,n-1 条 边 、 无 环 的 有 向 图 G = (X， 

如 ), 图 G 是 以 1 为 根 的 树 形 图 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 A, = I。 

证 ”必要 性 设 G 是 以 x 为 根 的 树 形 图 , 则 da(x 4) =0， 

ds (xi)=1(ix1)( 定 理 2,8)。 假 定 将 的 项 编 号 

使 每 条 弧 的 两 个 端点 其 下 标 都 是 自修 到 大 ， 于 是 和 这 个 有 向 图 
相应 的 
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1 1 
充分 性 设 Al= 1。A: 的 每 个 行 至 少将 含 一 个 :1 。 否 
则 A: 含 0 行 ,A: 将 为 0， 这 是 矛盾 。 由 此 知 每 个 项 xf， (Rs 1 》 
将 至 少 是 一 条 强 的 终点 。 但 原 给 的 有 向 图 仅 有 《nm ~1 ) 条 强 ， 
故 
da (x1)=0, di(xi)=1 (iT) 
往 证 图 G 不 能 有 轿 ， 管 则 在 A ,中 图 上 的 项 点 所 对 应 的 那个 


子 行 列 式 将 可 改变 成 下 列 形式 ， 
| 了 -1 | 
C0) 
1 -1 
C= 1 1=0 
| 《0) 1 -1 
1-1 1 
A1 可 改变 咸 下 列 形式 : 


于 是 A ,= 0， 这 是 矛盾 。 . 
这 个 有 向 图 G=《 鲜 ，U ) ，# 个 顶 ，(4 -1) 条 边 ， 无 

环 , 无 图 , 且 ds 《x1) = 0，dsx:=1 (ix1), 据 定 理 

2.8，G 是 一 个 以 x ,为 根 的 树 形 图 。 《证 毕 ) 


例 网 3.13 中 的 《一 ) 是 一 个 以 x 为 根 的 树 形 图 ， 《二 》 
出 不 是 。 关 于 图 3.13《〈 一 ) 的 
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| 1 0 2 各 » 
| 0 1 0| =1s0 本 
0 0 1| 。 
(一 ) 
但 图 3,13 的 (二 ) 的 2 0 
0 1 0|::0 > 
"100 图 3.13 
定理 3.16 〈 Tutte [1948] ) 设 =( 久 ,U ) 是 无 环 有 向 
图 ， 则 4 ,等 于 C 里 以 x ,为 根 的 树 形 图 的 个 数 。 
证 写 出 图 G 的 A,， 将 A ,看 作 一 种 算 子 作用 在 # -1 个 列 
向 量 上 ， 则 A ,可 以 写成 
人 《as as，…，G- ) 


=A.( Zakso, 之 eise, 


四 


Ai= 


he2 2 3 
> ae ) 
knen : 


= 了 LE oe, 
外 


其 中 ej 是 单位 列 向 最 《 即 " 维 列 向 量 ， 其 第 & 个 元 素 为 1， 其 


他 元 素 皆 为 9 ) 。 现 在 
A Ss, pes ees ks ) 


ep:) 


其 中 主 对 角 线 上 的 元 素 部 是 1。 另 外 ,每 行 在 第 ,位 置 (4, 守 }》 
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的 元 素 是 -1， 这 个 行列 式 所 对 应 的 原 图 G 的 于 个 部 分 图 兴 含 
《nm 一 1) 条 弧 


(se Cs 


所 定理 3.15 (1 


当 且 仅 当 这 个 部 分 图 是 原 图 G 的 以 x 为 根 的 树 形 图 。 证 毕 》 
例 图 3.11 (二) 中 以 x :为 根 的 树 形 图 共有 


2 0-1; 
Al=|-1 2 0 =8 个 
0-1 1| 
其 形 如 图 3,14 所 示 。 
人 MA 
A oo 8 - > 有 
图 3.14 


推理 3.16。 任 给 无 环 联 搂 图 G = 〈 并 ， 巨 ) ，n 个 项 、m 条 
边 ， 作 矩阵 
B= C01) (3, j=1, 2 7) 1) 


[adelwi) 当 i=j 时 
其 中 | ii [xi yx 门 E 忆 时 
0 当 ;f [ze yx 门 入 忆 时 


则 图 G 里 醋 顶 桂 前 个 数 等 于 矩阵 妃 里 任 一 主子 行列 式 的 值 。 
证 将 图 G 的 每 条 边 (x; , x;) 定 为 正 反 两 个 方向 的 弧 (xi ， 
xj ) 与 (Xi;, x;)， 则 元 向 图 G 变 为 有 向 图 G*，G 中 的 每 个 跨 
顶 衬 都 可 以 署 敌 是 图 G "里 取 任 一 项 为 根 的 树 形 图 。 据 定理 3,16 
便 得 证 。 
(证 毕 》 
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例 奶 到 图 3,11 的 (一 ) 为 例 。 相 应 的 
3 -1-1-1 

|j-1 3-1-1 
"1-1 3-1 
1-11 3 


其 任 一 主子 行列 式 是 
3-1-1 
-1 3 -1|=16 
-1 -1 3 


习 题 


卫 ， 下 列 一 笔画 问题 是 否 可 解 ?如 可 以 。 试 描述 其 画 法 ， 


2 . 边 数 为 次数 ， 项 数 为 偶 归 的 尤 拉 轿 可 能 存在 吗 ? 为 什么 ? 
3 ， 斌 证明， 如果 图 G 一 ( 光 , 至) 中 每 点 的 次 效 均 为 偶数 ， 则 邯 在 边 互 质 的 补 
，Ca， 使 有 : E(G)=E(CDUE(COU™ 
如 果 联 结 图 G 二 (全 ， 情 ) 有 2 8 个 项 是 奇数 ; 
边 互 质 的 简单 链 《 即 链 中 每 条 边 仅 出 现 一 次 》Q1，…，Qj ， 使 有 : E (G) 一 此 
(QDUECQD) U™ UECQ, ) 
5， 在 下 图 中 找 出 一 个 沈 拉 思路 。 
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6 、 将 一 个 圆周 分 成 凡 等 分 ， 每 一 份 上 标记 以 0 或 二 的 使 得 任何 相继 8 个 数 的 
月 序 组 ( 依 同一 方向 ) 痢 不 相同 。 问 对 二 固定 的 和 各 多 六 可 取信 为 多 少 ? 

了 ， 试 举例 说 明 ， 两 个 初级 图 的 环 和 可 能 是 ;:《 1) 一 个 初级 图， 《2) 2 个 初 
级 图 ; 〈 3 ) 3 个 彻 级 网 及 若干 (> 3 ) 个 初级 图 。 

8 ， 试 举例 说 明 ， 丙 个 初级 锋 的 环 和 可 能 是 《1) 一 棵 树 ; 《2) 一 个 初级 
网: 《3)2 个 及 2 个 以 上 的 初级 须 。 

9 、 试 说 朋 ， 一 个 单线 加 的 二 个 不 周 的 跨 顶 树 的 环 和 、 不 一 定 是 一 个 跨 项 

10， 设 间 纯 图 G*=(XX， 睛 ) 是 联接 的 ， | 大 | 二 n。 斌 证明 至 少 G 存 在 《Cs- 
1 ) 个 不 周 的 初级 余 贺 . 

11、 斌 证明: 如 果 联接 的 单纯 图 G=( 天， 辟 ) 的 每 点 的 次 数 均 为 偶数 , 则 
G 的 任 一 个 初级 余 图 所 含 的 边 不 止 一 条 。 

12、 斌 证明， 如果 联 接 的 单纯 图 G 二 《 症 ，B) 的 每 点 的 次 数 均 为 &( kz 
2), 生 6 中 不 含 长 诬 为 玄 数 的 初级 辕 , 则 侣 的 任 一 个 初级 作画 所 含 的 边 不 止 一 条 。 

13、 试 证 明 : 任 一 个 初级 略 与 一 祝 级 余 轿 的 交集 为 惕 数 条 边 《 包含 空 集 》。 

14， 试 证 明 : 尾 一 疼 @ 的 每 一 条 边 均 属于 某 个 初级 余 斑 。 

15、 试 证 明 ; 如果 图 他 足 树 ， 则 其 每 一 条 边 均 是 一 个 初级 余 图 。 布 且 存在 一 
个 余 图 包含 所 有 的 边 . 

16、 试 王 明 ; 如 果 联 结 图 G 的 每 一 条 边 均 是 一 个 初级 余 图 ， 则 他 是 树 。 但 如 
暴 G 中 存在 一 个 余力 包 含 所 有 的 边 ， 见 G 不 一 定 是 树 。 

17， 试 区 明 : 取 { 0 ，1 } 为 系数 域 ， 如 果 图 C 是 国 C 写 国 Cz 的 环 和 ， 则 对 
应 的 团 闪 量 线性 相关 。 如 果 余 国 拨 是 余 图 玉 1 与 余 图 玉 > 的 环 和 ， 则 对 应 的 作 立 向 
量 线性 相关 。 

I8、 试 证 明 ， 环 和 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 , 

19、 设 已 知 一 组 独立 的 (彼此 不 同 的 ) 圈 ( 余 闭 ) C1, Cs, …， Ci 对 应 
前 向 量 是 s，，e。，“，en。 试 证 明 :， 人 二 C1BC2 国 … 人 @C ,所 对 自 的 向 是 是 ; 


ne 
Ds 
i=1 
20、 试 直接 证 明 ; 在 一 个 单纯 谍 接 图 G 中 任 取 一 个 跨 顶 桂 T， 利 用 余 权 7。 
中 的 边 e1, ez em- "n+! 分 别 补 入 T 中 得 图 人 Uei ,从 而 得 出 一 组 初级 逢 C1， 
习 是 这 些 初 级 图 的 环 和 。 
划 找 出 其 所 有 的 圈 基 ， 其 余 圈 基 共 有 
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22， 在 下 图 6 中 任 选 一 个 初级 国 C1， 在 习 中 任 除去 一 条 CI 中 的 边 后 在 佘 下 的 
图 中 再 任 选 一 个 初级 图 Cs。 再 从 图 中 任 除去 C2 中 的 一 条 边 ,再 在 余下 的 图 中 任 选 


21 题 图 22 题 图 
YY 

一 个 初级 周 Cs。 然 后 再 任 除 去 Cs 中 的 一 条 边 ， 在 余下 的 图 由 选 一 个 初级 团 Ce。 

试 还 C1，C3、Cs、C4 形 成 一 个 阁 空 人 的 其 密 。 

23， 应 用 22 王 的 思想 于 一 般 联接 的 单 缉 图 G， 证 明 这 样 得 到 的 初级 圈 C1， 
Ce，…， Cs-a+rl 形 成 同 的 基 记 。 

24， 试 证 明 :， nm 个 顶点 ，n- 1 条 边 的 单纯 图 是 一 个 树 ， 当 县 仅 当 ， 其 余天 空间 
的 维 数 是 2 一 1。 

25、 试 直接 证 明 ， 在 一 个 单纯 联接 图 G 中 任 取 一 个 路 项 树 人 ,从 而 得 到 一 个 
余 树 Tce。 由 取 树 T 中 的 边 ep 加 入 了 ec、 在 图 TcUe 中 得 到 一 个 初级 余 图 的 办 法 ， 一 
共 可 得 别 n~1 个 初级 余 罗 了 ，B2、…、 晶 。- !， 它 们 形成 余 赤 空间 的 一 个 基 遍 。 

26， 斌 证明 : 具 ?# 个 项 点 的 联接 图 G 的 全国 空间 的 不 同 基 底 的 个 数 是 : 


-1 | 
NH Ca") /en 
i=l1 
27、 已 知 顶 边 简 化 结合 矩阵 是 
F101001 
010101 


100010 
000100 


Ma= 


试 作出 该 国人， 
28、 已 知 隔 G 的 圈 基 与 边 的 结合 甜 隆 为 
110100100 
[i 0000 1011| 
Mua= | 11100100 ?| 


， 001110001 
试 作出 图 C. 


28，、 已 知 一 组 余 园 基 席 与 边 结合 的 答 阵 中 
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1 1 1100000 
009110100 


aee= loiooiliol 
11011010 
试 作出 该 图 。 
30， 已 知 有 疝 图 G=《 X，[ ) 的 行列 式 
| 3 -1 -1 
Ai= j-1 2-1 
|-1-1 3 
试 作出 图 G， 


31、 试 求 出 右 图 中 跨 顶 料 的 个 数 。 

32、 已 知 有 册 图 的 罚 基 与 边 的 结合 给 阵 是 
11-100 9 

{ 0011-10. 
-1000111 


于 = 


试 求 出 该 有 向 图 。 
33， 已 知 有 向 图 的 一 组 宗 辆 基 与 边 的 结合 矩阵 是 


试 求 出 该 有 向 图 ， 

34、 斌 证 明 : 单纯 图 Ge 《 匀 ， 世 ) 的 顶 边 结合 矩阵 是 全 单间 的 ， 其 光 分 必 
要 条 件 是 G 中 不 存在 长 度 为 奇数 的 初级 转 。 

35、 对 下 图 利用 定理 18 来 出 以 各 机 点 为 根 的 匀 形 图 的 个 数 ， 并 作出 要 应 的 得 
形 图 以 验证 定理 16。 


元 于 


第 四 党 平面 图 


§1 测 地 变换 


将 一 个 球面 放 在 平面 上 ， 与 平面 相 切 于 一 点 作为 再 极点 
S。 然 后 机 取 北极 点 站。 假设 在 球面 上 任 闪 一 个 图 形 不 取 北 极 
点 玉 作 为 其 一 个 顶点 ， 则 自 玉 到 殊 面 图 的 每 个 卡 联 直线 交 平 面 
和 一点， 这 叫 伍 把 球面 上 的 点 投射 到 平面 上 。 球 面 上 的 一 个 图 
形 便 通 过 投射 ， 在 平面 上 得 一 个 对 应 的 图 形 。 反 过 来 ， 平 面 上 
一 个 图 形 也 可 以 通过 这 样 的 投射 喘 象 到 球面 上 来 。 候 使 取 球 页 
上 图 形 的 椅 一 点 作为 北极 点 驴 ， 郊 么 经 过 投射 ， 这 点 便 变 成 平 
画 上 的 无 穷 远 点 。 


图 4.1 
因此 ， 一 个 图 霸 (  ) 在 球 奋 上 和 堪 〈 画 ) 在 平面 上 是 等 
价 的 。 尽 管 通过 不 同 的 测 地 变换 ， 即 在 球面 上 取 不 间 的 点 做 北 
极点 ， 球 面 上 同一 个 图 在 乎 面 上 对 应 于 不 同 的 图 ， 但 这 些 图 是 
两 酚 同 构 的 。 


$2 平面 图 的 面 
在 第 一 章 $ 4 里 我 们 曾经 讲 过 ， 一 个 图 ， 如 时 可 以 把 它 面 
72 


在 平面 上 ， 边 与 边 不 再 有 顶点 以 外 的 交点 ， 这 样 的 图 定义 为 平 
面 图 。 “ 


图 4.2 


在 平面 上 一 个 封闭 而 本 身 没有 交 
点 的 连续 曲线 称 为 的 瘦 〈 Jordan) 曲 a PY 
线 。 这 样 的 约 当 曲 线 将 平面 分 戌 两 个 5 
区 域 ， 一 个 包含 平面 上 的 无 穷 远 点 ， 
一 个 不 含 无 穷 远 点 。 封 闭 曲线 本 身 称 
为 区 域 的 周 界 。 祖 据 约 当 定 再 从 一 个 。 . 
区 域 的 任 一 点 * 连续 走向 另 一 个 区 域 图 《3 
的 一 点 y， 必 须 穿 过 周 界 至 少 一 次 。 但 在 同一 区 域 的 同 点 ， 则 
可 用 连续 曲线 相 联 且 不 与 周 界 C 相 过 。 通 常 我 们 把 周 界 C 所 包 
围 的 不 含 无 穷 远 点 的 那个 部 分 叫做 周 界 C 所 包 转 的 内 城 ， 而 
称 另 一 部 分 为 外 域 。 实 际 上 这 两 个 区 城 通 过 测 地 变换 是 可 以 相 
互 转化 的 。 因 为 将 周 界 C 投 射 到 球面 上 ， 把 所 调 内 域 涂 上 红 
色 ， 然 后 在 所 包 部 分 任 取 一 点 做 为 北极 点 NN， 再 投射 到 平面 上 
来 ， 红 色 部 分 将 变 成 包含 无 穷 远 点 的 那个 所 调 外 域 。 

设 G 是 一 个 平面 图 ， 其 一 组 边 包 成 一 个 区 域 。 在 这 个 区 域 
内 任 取 二 点 总 可 用 一 条 连续 的 曲线 把 它们 联 起 来 ， 不 与 任何 边 
或 顶 相 过 。 我 们 把 这 样 的 区 域 叫做 平面 图 的 一 个 面 。 包 成 一 个 
面 的 那些 边 合 称 这 个 面 的 周 界 。 显 见 ， 这 样 的 周 界 一 般 是 一 个 


了 8 


初级 图 。 不 过 ， 当 图 不 联接 或 有 其 他 特 球 情形 时 ， 包 成 一 个 面 
的 周 界 可 能 不 只 是 一 个 初级 贺 。 
一 个 平面 图 有 一 个 面包 含 平面 的 无 穷 远 点 ， 则 称 这 个 面 为 
于 的 无 限 面 。 = > 
图 4,2 中 包含 无 展 面 < 
(8 ) 的 周 界 不 是 一 个 初级 
图 。 在 图 4.4 中 ， 包含 面 
《5 ) 和 无 限 面 (6 ) 的 都 是 = 
两 个 不 相 联接 的 初级 面 。 图 4 .4 
两 个 面 ， 其 周 界 有 公共 边 的。 称 为 丰 邻 。 如 图 4 . 2 中 的 
(1) 与 (2)、(2) 与 (3 )、… 都 是 相 邻 的 。 但 (1 ) 与 (3 ) 使 不 
相 邻 。 
又 如 图 4.5 是 一 个 树 ， 这 个 图 只 含 一 个 无 限 面 。 
假使 平 志 图 有 悬挂 边 ， 这 祥 的 边 是 不 影响 面 的 确定 的 。 
当然 ， 孤 立 点 对 于 面 的 确定 是 没有 意义 的 ， 可 以 略 去 不 予 
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33 万 拉 公式 
设 畦 G=《〈 疙 ， 忆 ) 是 一 个 联 搂 的 平面 图 ，# 个 顶 ，m 条 
边 。 作 出 其 一 个 跨 项 衬 了 了 ，T 了 合 n 个 顶 ， 边 数 m' =n ~ 1 (第 二 
章 § 3 )。 余 树 Tc 共 有 tn ~ n+ 1 条 边 。 每 向 了 加 进 Tc 的 一 条 
边 ， 便 得 一 个 初级 图 。 这 个 初级 圈 包 成 图 G 的 一 个 面 ， 这 些 初 
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级 圈 是 相互 独立 的 ， 构 成 一 个 圈 基 底 。 其 他 任何 初级 加 都 线性 
相关 于 这 些 初级 圈 。 因 此 ， 这 些 初级 圈 所 包围 的 面 便 都 是 平面 
图 G 的 不 同 的 面 。 于 此 有 下 著名 的 
定理 4.1 〈 尤 拉 定理 〉 设 联 接 的 平面 图 ， 其 顶 数 为 n 、 
边 数 为 m、 面 数 为 1 包含 无 限 面 在 内 )， 出 
n-m+f=2 。 (《 尤 拉 公 式 ) 
证 已 知 联接 平面 图 G=( 久 ，K ) 的 圈 维 数 是 
sy(G) =m-nt+1, 
赦 如 上 所 言 ， 其 有 限 面 的 个 数 是 v(G)， 再 加 上 那个 唯一 的 无 
限 面 ， 便 得 尤 拉 公 式 。 《证 毕 ) 
例如 ， 图 4.2 是 一 个 联接 的 平面 图 。 关 于 这 个 图 ,读者 不 难 
验证 尤 拉 公 式 是 成 立 的 。 但 在 图 4.4 中 ， 龙 拉 公式 便 不 成 立 。 
关于 不 联接 的 平面 图 ， 见 下 推理 4.1o。 
龙 拉 公式 还 可 以 用 到 三 维 空间 。 在 三 维 空间 ， 任 何 一 个 上 昨 
多 面体 的 表面 ， 含 顶 、 校 、 面 三 种 元 素 ， 这 三 种 元 素 的 个 数 也 
满足 尤 拉 公式 。 
例 1 凸 四 面体 共有 4 项 、6 棱 、4 面 ， 显 见 
4-6+4=2。 
这 个 道理 是 很 简单 的 。 因 为 总 可 在 凸 体 里 放 进 一 个 橡皮 球 ， 然 
后 将 球 充分 涨 大 ， 使 整个 四 面体 的 顶 、 棱 、 面 都 附 著 在 球面 
上 上， 再 把 它 用 测 地 变换 投射 到 平面 上 来 ， 便 得 一 个 平面 图 ，4 
顶 ，6 边 、4 面 。 


公信 


图 4.7 


例 2 图 4,.8( 一 ) 是 一 个 本 多 面体 ，《〈 二 ) 是 其 平面 宕 
示 图 。n = 16，m =28，f = 14， 尤 拉 公式 是 成 立 的 。 
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《一 ) (二 ) 
图 《4.8 


推理 4.1。 任 一 平面 图 ， 包 含 n 个 项 ，m 条 边 ，f 个 面 ，p 
个 联接 的 分 子 图 ， 则 
n-m+f=-p+1 。 
证 ” 尤 拉 公式 对 于 每 个 联接 的 分 子 图 都 成 立 ， 但 无 撒 面 却 
置 复 了 # 次 。 故 上 式 成 立 。 (证 毕 
推理 4.1。 水 电 供应 图 是 非 平面 的 。 
证 ”这 个 图 的 顶点 共 分 成 两 部 分 ,xj，xs，xs 与 yi X23 


a。 图 的 边 只 能 从 % 联 到 y;, 面 % 之 让 发 £ 
间 与 ;之 间 没 有 联 边 ,这 样 的 图 叫做 两 
分 图 (个 图 , 见 下 章 )。 又 这 样 的 图 是 单纯 


的 。 因 此 ， 每 个 初级 图 至 少 含有 4 边 。 多 区 
设 图 4.9 是 平面 的 ， 因 图 是 联接 的 ， 四 4.8 
共有 6 顶 、9 边 ， 据 元 拉 公 式 ， 其 面 的 个 数 
f=m-n+2=5o 
沿 每 个 面 计算 边 的 总 数 , 这 个 总 数 至 少 是 4 .5 - 30. 但 每 条 演 
恰 在 两 个 于 的 风 界 上 ， 放 这 个 总 数 最 多 不 超 过 2 "9 = 18， 亦 
即 应 有 18 之 20， 这 是 矛盾 。 《证 毕 》 
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推理 4.1。 完全 五 点 形 天 。 
是 非 平面 的 。 
证 完全 5 点 形 是 单纯 的 。 
设 其 是 平面 的 ， 则 每 个 面 至 少 用 
3 边 围 成 ， 故 沿 每 个 面 来 计算 边 所 
数 ， 至 少 应 有 8 f 条 边 。 同 样 ， 
每 条 边 怡 只 能 在 两 个 面 的 周 界 
上 ， 故 计算 围绕 面 的 总 边 数 ， 其 总 数 不 能 超 过 2 mx。 若 天 是 . 
平面 的 ， 其 面 数 
f=m-nt+2=10~-5+2=7 
故 应 有 “ 
2m 之 3 或 20321 
这 是 矛盾 。 《证 毕 》 
推理 4,14 单纯 平面 图 G =( X， 玉 ) ， 总 有 顶 x， 其 次 数 
de (x) Es 
证 可 假设 图 G 是 联接 的 。 否 则 ， 可 分 别 考察 其 各 个 联接 
的 分 子 图 。 还 可 假设 疼 G 的 边 数 军 少 是 5， 否 则 结论 显然 。 由 
于 图 是 单纯 的 ， 围 成 每 个 面 的 边 数 至 少 是 3 。 计 算 总 数 ，. 边 的 
条 数 不 少 于 8，f。 但 每 条 边 至 多 在 两 个 面 的 局 界 上 ， 计 算 边 
的 总 数 ， 不 能 超过 2 m。 应 古 
2m 之 8f 或 FS 和 mm 。 
设 图 的 每 个 项 的 次 数 至 少 是 6 ， 据 定理 1.1: 
E612m 或 a 委 机 mm 
代入 尤 拉 公式 ， 俩 有 . 
2 二 # 一 贡 寺 各 寺 m 一 m+ 可 m= 0 。 
这 是 矛盾 。 《证 毕 ?> 
读者 可 注意 ， 在 证 明 几 个 推理 的 过 程 中 ， 我 们 实际 上 用 到 
这 样 一 个 事实 ， 即 取 图 的 面 作为 一 种 事物 ， 到 图 的 边 作 为 另 一 
种 事物 。 面 的 周 界 上 有 茶 边 ， 或 某 边 在 某 个 面 的 周 界 上 。 作 为 


77 


人 .10 


面 边 的 联系 ， 据 第 一 章 $ 1 图 的 基本 概念 ， 将 面 边 作为 项 ， 变 
面 的 集 是 4 ， 边 的 集 是 如 。 任 一 项 a€ .4 与 任 一 项 bE 如 有 边 相 
联 ， 当 且 仅 当面 a 的 周 界 上 有 边 b 时 ,这 样 乃 得 一 个 两 分 图 , 称 为 
面 边 结合 图 ( 见 图 4.11 ) 。 设 面 的 周 界 所 含 过 数 不 小 于 &， 则 这 
个 面 边 结合 图 的 总 边 数 不 少 于 hf。 当 图 是 平面 的 ， 每 边 上 最 多 
有 2 面 ， 故 恒 有 


Rf 2m, 
或 fm 。 
代入 尤 拉 公式 便 有 


met (2), 
这 个 不 等 式 ， 有 时 是 判断 一 个 同 非 
平面 的 重要 手段 。 
辟 如 在 水 电 供应 图 中 ，k 之 4 ， 
这 个 式 子 是 ， 
2f<m<2n-4 或 10 乏 9 和 8， 


矛盾 。 
又 如 在 推理 4.1o 与 推理 4,1, 星 ，&= 3 。 推 出 
21&20<18, 
这 也 是 矛盾 。 
读者 可 以 注意 ， 类 似 这 禅 的 技巧 ， 我 们 还 会 经 常用 到 。 


8$4 对 侦 图 

设 平面 图 G =《 针 ，E ) 是 联接 的 ， 无 孤立 顶 。 可 按 下 面 
的 方法 ， 作 出 一 个 图 G* 与 G 对 应 ， 

{1 ) 在 图 G 的 每 个 面 里 取 一 点 ， 作 为 G" 的 项 。 

(2 ) 对 应 于 图 G 的 每 一 边 e， 联 接 在 被 e 隔 开 的 那 两 个 面 里 
的 图 G* 的 两 个 对 应 顶 ， 得 图 G* 共 一 条 边 e"， 参 看 图 4 . 12 。 

图 G* 称 为 图 G 的 对 侦 图 ， 设 图 G* 的 项 数 是 nw* ， 边 数 是 
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m*， 面 数 是 f*， 显 然 有 ~ 

(1) = C+ > 

(2) Mm*=m 

(3) f*=no 

按 作对 偶 图 的 方法 ， 作 G* 的 
对 偶 图 (G* )"， 显 然 有 : 

(G*)*=G, 图 4.12 

在 对 偶 图 G* 中 ，G 的 每 个 面 对 详 于 G* 的 一 个 顶 ，G 的 环 
对 应 于 G* 的 一 条 边 ，G 的 一 条 巧 硅 边 对 应 于 C "的 一 个 环 ， 面 
的 周 界 所 构成 的 那个 初级 圈 对 应 于 G* 的 一 个 初级 余 图 ， 写 成 
定理 便 是 

定理 4.2 G 的 每 个 初级 圈 对 应 于 其 对 偶 图 G” 的 一 个 初级 
余 面 。 反 之 亦 然 。 

证 设 G 是 联接 的 ， 其 对 偶 图 G* 也 是 联接 的 。 

若 G 的 一 个 初级 团 C 是 一 个 面 的 周 界 ， 含 在 其 内 的 G "的 那 
个 顶 上 的 边 如 果 全 部 去 掉 ，G * 便 被 分 成 联接 的 两 部 分 《参看 


Be 


图 4.13 
”图 4.13 中 的 圈 4= [xxexsxi] 一 部 分 就 是 这 个 顶 。 故 项 上 的 
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诸 边 构成 一 个 初级 余 图 。 ) 这 被 陪 断 的 两 部 分 加 上 余 图 . 合 起 
来 便 是 联接 图 G*。 

若 初 级 圈 C 含 若干 个 面 于 其 内 , 如 图 4.13 中 的 k= [x1xsxs 
Xx4Xs%1], 则 与 之 相应 的 G* 的 子 图 G*4* 是 联接 的 ， 含 在 4 外 的 
G?* 的 子 图 G*x*.4* 也 是 联接 的 ， 其 合 是 G*。G" 是 联接 的 。 故 
联 此 二 者 的 那些 边 构成 一 个 初级 余 图 。 

由 于 (《G” )“”*=C， 故 道 定 理 也 成 立 。《 证 毕 ) 

推理 4,2。 设 平面 图 C =《 邢 .五 ) 是 联接 的 ， 其 对 偶 图 是 
G*, 则 

?KG) 2G HCG*) = CG), 

证 据 上 定理 ， 的 初级 图 床 对 应 了 6 的 初级 人 图 的 底 ， 
反之 亦 然 。 故 推理 成 立 。 

又 上 二 等 式 可 用 尤 拉 公 式 推 得 : 

KG =m n+ 1 =m- fii=m- (mn+2)+1 
-=n 14(G), 
HCGI) = -1= (m-nt2)-1 
=m-nt1=r(G), 
其 实 ， 这 二 等 式 是 对 偶 的 。 有 了 第 一 等 式 ， 把 G 看 作 G* 的 对 侦 
图 ， 便 也 得 第 二 式 。 《证 毕 ? 


$ 5 ” 库 拉 图 斯 拢 定理 ( Kuratowski[19307 ) 


在 $ 3 里 ， 我 们 已 证 明了 水 电 供应 图 ( 顶点 分 成 两 组 ， 各 
含 3 顶 ， 可 能 联 的 边 都 存在 ， 称 作 完 全 的 两 分 图 , 记 作 老 。。) 
是 非 平面 的 ， 同 样 也 证 明了 完全 五 点 形 长 也 是 非 平 面 的 。 那 
么 ， 在 民 ，, :或 太 ,的 边 或 项 上 分 别 增加 一 些 点 或 边 ， 玫 ss 与 
攻 既然 不 能 嵌 在 平面 上 ， 这 些 图 当然 也 就 不 能 嵌 在 平面 上 。 
子 此 ， 有 下 重要 定理 

定理 4.3 联接 图 G -= (〈 瑟 , 巨 ) 是 平面 的 ， 其 充 要 条 件 是 
图 G 星 不 含 部 分 子 图 和 图 4,14 中 类 型 I 或 类 型 工 的 图 同 构 。 
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证 一 个 图 G 若 是 平 

面 的 ， 当 然 不 可 能 包 仿 类 

型 1 或 类 型 下 的 图 作为 其 

部 分 子 图 。 否 则 ， 这 样 类 

型 的 部 分 子 图 既然 不 能 代 

~ ”在 平面 上 ， 整 个 的 图 ， 当 


~ 


oo 然 也 就 不 能 栋 在 平面 上 
类 型 类 型 
图 4.14 了 。 


充分 性 的 证 明 见 下 节 。 由 于 这 个 证 明 比 较 长 ， 故 留 作 下 一 
节 的 内 容 。 读 者 可 以 略 去 不 读 。 

定理 4.3 是 刻画 平面 图 的 。 在 理论 系统 上 很 重要 , 但 实际 应 
用 仍 是 困难 的 。 如 何 从 顶 边 者 很多、 比较 复杂 的 图 中 发 现 这 样 
类 型 的 者 分 子 图 是 比较 不 容易 的 。 类 似 的 刻画 还 有 很 多 ， 这 里 
就 不 多 讲 了 。 

下 3 与 天 s 至 少食 五 个 项， 所 以 一 个 图 ， 无 论 它 的 边 数 有 
多 少 ， 只 要 它 的 顶 不 超过 4 点 ， 这 种 图 总 是 平面 的 。 又 必 。，。 
共有 9 边 ， 攻 :共有 10 边 ， 所 以 一 个 图 ， 它 的 边 数 不 超过 8, 这 
祥 的 图 也 总 是 平面 的 。 又 在 $ 3 的 末尾 ， 我 们 写 了 一 段 注意 ， 
列 用 尤 拉 公式 去 证 明 一 个 图 是 非 平面 的 ， 有 时 馆 很 有 用 。 可 是 
在 应 用 时 ， 不 产生 矛盾 ， 当 然 也 就 不 能 从 中 推出 正面 的 结果 ， 
说 图 是 平面 的 。 

例 被 竺 森 (Petersen ) 图 是 非 平面 的 。 

图 4,15 岂 做 镍 特 麻 图 ， 共 含 10 顶 、15 边 ,8 次 正规 (一通 ， 
堵 图 中 每 点 的 次 数 均 为 卢 次 ， 则 称 该 图 为 8 次 正规 的 ) 。 天 是 
4 次 正规 的 ， 彼 特 森 图 当然 不 能 包含 类 型 工 的 部 分 子 图 。 但 下 
如 图 4.16 所 示 之 部 分 了 图 来 看 ， 这 个 部 分 子 图 是 一 个 类 型 1 的 
图 。 据 库 拉 图 斯 基 定理 知 ， 彼 特产 图 是 非 平 面 的 。 还 可 以 做 出 
很 多 这 样 类 型 I 的 部 分 子 图 。 


2 


图 4.15 图 4.16 


利用 充 拉 公式 ， 也 可 以 证 明 彼 特 森 图 是 非 平面 的 。 在 这 个 
图 里 有 图， 其 长 至 少 为 5。 在 § 3 末 段 那个 公式 


mS Cn- 3) 里 将 出 现 15S 吕 .8。 


这 是 矛盾 。 故 彼 特 森 图 是 非 平面 的 。 
§ 6 库 拉 图 斯 基 定理 完 分 性 的 证 明 


所 亩 充分 性 的 证 明 ， 是 往 证 着 图 G 不 含 部 分 子 图 与 类 型 了 
或 类 型 的 图 同 构 ， 则 图 GG 是 平面 的 。 

用 反 证 法 。 设 定理 不 成 立 ， 即 设 图 G 不 含 部 分 子 图 与 类 型 
I 或 类 型 工 的 图 同 构 ， 但 是 非 平面 的 。 往 证 将 产生 永 丑 。 

(1 ) 命 图 G 联 接 、 无 断 点 DQ， 且 是 上 其 此 特性 的 这 类 图 中 极 
小 的 。 即 若 在 图 G 中 任意 去 掉 一 边 ， 图 便 失 去 非 平面 性 ， 或 者 
说 任意 去 掉 一 边 ， 图 便 成 为 平面 的 。 命 ye = Guo，po] 是 图 G 的 
任 一 边 ， 去 掉 边 *, 得 ， 

F=G-x, 
据 假 设 ， 图 是 平面 的 。 
(2 ) 往 证 在 图 F 星 必 有 初级 阅 过 4 与 v2。， 设 相反 ， 在 图 下 


国 断 点 的 定义 ， 参 看 筑 八 章 。 
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里 没有 初级 圈 过 zo 与 oo 

如 果 图 FF 不 是 联结 的 ， 则 整个 图 将 分 成 不 相 联接 的 分 子 
图 ，xe 与 w 分 别 位 子 不 同 的 。 

分 子 图 内 。 由 于 下 是 平面 2 
的 ， 这 些 分 子 图 当然 也 是 平 < 
面 的 。 经 过 测 地 变换 ， 可 以 : 
将 与 vo 同时 变 到 图 的 外 域 图 4.17 

的 边界 上 。 联 接 #o0。， 恢 复原 图 G， 图 CG 将 是 平面 的 ， 这 是 矛 
拓 。 

故 图 应 是 联接 的 ，4, 与 0, 之 间 应 有 链 相 联 ， 所 有 这 些 链 
必须 同时 通过 一 点 w( 因 玉 没有 初级 圈 过 wo 与 5。》 ， 这 点 w 将 
鹉 分 成 两 块 ，44 与 9, 分别 属于 不 同 的 两 块 3, 与 8,， 如 图 4.17? 
那样 。B1 与 8, 的 边 数 较 图 G 的 边 数 为 少 ， 故 8B, 与 B, 应 均 是 平 
面 的 。 经 过 测 地 变换 可 将 4 与 0 同时 变 到 图 的 外 域 的 边界 上 ， 
联接 4。、v, 恢 复 图 G，G 将 是 平面 的 ， 这 是 矛盾 。 


/7 (8 ) 进 一 步 研究 图 


下。 根据 上 面 的 研 宽 ， 下 
是 平面 的 ， 含 4o 与 0, 且 有 
初级 图 包含 4 与 9, 将 而 
在 平面 上 ， 并 在 图 中 找 出 
会 46 与 0, 的 最 大 图 Z。 这 
个 图 Z 将 图 分 成 三 部 分 ， 
一 部 分 在 Z 的 外 域 ， 最 多 
与 Z 有 交点 ， 称 为 图 的 外 
部 。 一 部 分 在 Z 内 ， 最 多 
也 只 与 ?有 交 点 。 一 部 分 
就 是 Z。 所 谓 Z 最 大 ， 即 
不 能 再 经 过 对 Z 的 友 射 ， 
将 外 域 的 图 嵌 在 Z 的 内 域 面 不 失去 平面 性 。 


由 于 玉 是 联接 的 ，2Z 的 外 域 部 分 可 以 分 成 营 阅 不 相 联 接 的 
片 。 但 这 些 片 必须 号 Z 相 联 ， 且 由 于 Z 的 极 大 ， 每 个 片 必须 与 
Z 至 少 交 于 二 点 ( 否则 便 可 将 这 片 在 进 Z 内 ) 且 此 二 点 被 ge m 
二 点 所 分 隔 。 若 给 Z 以 固定 方向 ， 则 至 少 必 有 一 点 在 Z (46， 
04 ) 内 ， 另 一 虚 在 Z 《vo，#4 ) 内 。 关 子 Z 的 内 域 , 其 各 个 片 也 
有 类 似 性 质 ， 且 2Z 的 内 域 至 少 必 有 一 片 与 Z 交 于 二 点 ， 被 ze 与 
ze 所 隔 开 。 否 则 ， 如 果 2 的 内 域 是 空 的 , 便 可 将 边 xe = [#6,00] 
联接 ， 恢 复 图 C， 图 G 旋 是 平面 的 。 这 是 矛盾 。 

〈4) 至 少 有 一 外 片 交 Z 于 二 点 (Ca V1)， 一 在 Z (tos 
50 》 内 ， 一 在 Z (mo， se ) 内 。 同 样 ， 也 必 有 内 片 交 Z 于 二 点 
fas ua } ， 一 在 Z (2 zu ) 内 , 一 在 Z (vo，ts ) 内 ， 同 
出 也 一 在 2 (41，v1) 内 ,一 在 ZC9:.，41) 内 。 妈 4,、V4 二 点 
同时 被 4，、v6。 及 #1、 zi 二 对 点 所 隔 开 。 人 也 可 能 有 内 片 同时 交 Q 
于 两 对 点 mo 与 mo 及 办! 与 wi ， 
一 对 被 we 、zo 所 隔 开 ， 一 对 被 wa 
与 91 所 隔 开 。 

《5) 以 下 就 交点 的 分 布 情况 

进行 研究 。 

情形 1 设 有 一 内 片 与 的 ¥Y 
交点 sa 与 40、vo、#1、 v1 均 不 图 4.19 
相同 ， 不 妨 设 4 在 2 《4o，v。》 内 。 此 时 又 依 v, 的 位 置 可 分 如 
下 两 种 情形 考查 : 

(i) 此 内 片 与 2 的 男 一 交点 v2 也 与 4,、v。、41、v1 均 不 相 
同 。 此 时 wx*、2: 既 分 隔 ze 、"。 又 分 隔 8; 、21， 如 图 4.,19 所 示 。 
此 时 在 图 G 内 , 由 初级 图 Z，#, 到 v，。( 经 内 片 ) 的 初级 链 及 4 到 
4 《经 外 片 ) 的 初级 链 加 上 边 x。= [4o。，Jo1 形 成 的 部 分 图 与 类 
型 1 的 图 同 构 ( 考查 点 集 {#6o，v1， vs} 与 { 4st1s00 ) )。 
此 与 假设 矛盾 。 

《iD 此 内 片 与 Z (vo，w1 ) 无 公共 点 。 此 时 必须 还 有 两 个 
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3 


《一 ) (二 ) 
图 4.20 


交点 za 与 za: 分 别 在 Z 《0,，v4 ) 及 Z(t，t4o 上， 或 者 oa= 
vo， 或 者 w= 41《 上 见 图 4.20 ) 。 于 是 ， 此 内 片上 必 存 在 一 点 +， 
县 由 r 到 ws，v:，w; 存 在 点 互 质 的 初级 链 。 此 时 也 导致 在 原 图 
G 内 存在 一 个 部 分 图 与 类 型 1 的 图 同 构 ( 考查 点 集 { 46，v1， 
了 } 与 {as，uay 凶 : } ) 。 仍 与 所 设 矛盾 。 

情形 2， 设 任 一 内 片 均 与 2 没有 不 同 于 4o。、vo、 #1、 vi 的 
交点 。 此 时 该 内 片 必 然 把 #8,。、w,、vo。、v 1 都 作为 它 与 2 的 公共 
点 ( 见 图 4.21 》。 在 此 内 片 中 取 一 个 联结 w。、v, 的 初级 链 P， 


《二 》 


Ei 21 
其 长 度 必 大 于 1 。 在 其 上 取 一 点 r( 持 koy oo)， 于 是 由 > 到 #1、 
zi 必 岂 存在 初级 链 已 ,， 已 :。 此 时 可 能 有 下 列 情形 发 生 ， 
(i) 已 :、 已 :与 P 均 只 有 一 个 公共 点 7〈 图 4.21 的 (一 ))。 
此 时 G 中 存在 一 个 部 分 图 与 类 型 I 的 图 同 构 《 考查 点 集 {aoy 
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4， oo，04 7 )。 此 与 假设 矛 质 。 

《ii 设 由 点 7 到 的 初级 链 已 ;与 己 最 后 一 个 公共 点 为 ru 
由 点 r 到 ;的 初级 链 已 :与 己 的 最 后 一 个 公共 点 为 rs, 而 且 ri 专 rz 
《图 4.21( 二 ) ) 。 此 时 导出 在 原 图 G 中 有 一 个 部 分 图 与 类 型 
的 图 同 构 (考查 点 集 { v1，00，。7s} 与 {4o， W171})。 仍 与 
所 设 矛 盾 。( 证 毕 》 


习 题 


1、 斌 证明 下 图 ( 一 ) 及 (二 ) 不 可 由 球面 上 的 同一 个 图 取 不 同 的 测 地 变换 
方式 而 得 到 。 


(—) (=) 
2 、 试 证 明 下 图 (一 } 及 (二 ) 可 由 同一 个 球面 上 的 图 以 不 同 的 方式 测 地 投 


区 到 而 上 而 得 。 代 、 7 公 
六 AN 


CC CE 
委 、 将 右 图 画 上 成 其 任 二 边 均 至 多 只 在 
顶点 处 相交 的 一 个 平面 图 形 ， 而且 每 条 
边 都 画 成 直线 。 


4 、 将 右 国画 在 乎 而 上， 使 其 任 二 边 
除 丁 顶点 之 外 没有 其 他 的 公共 点 ， 


5、 下列 平 面 图 由 名 有 几 个 面 ? 
~ 
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8、 法 证 明 ， 一 个 平面 图 可 道 过 独 地 
变换 将 其 任 一 个 面 的 周 界 变换 成 无 际 面 
的 周 界 。 


Y 、 对 右 图 分 别 面 出 其 无 限 面 以 长 为 3 、4 、65 的 官 级 因为 剧 界 的 图 。 

8 、 试 证 明 ， 如 果 图 6 是 点 数 t=11 的 单纯 平面 图 ， 则 其 补 图 6 是 非 平 本 图- 

9、 试 作出 一 个 # 二 8 的 单纯 平面 图 6 使 得 其 补 图 也 是 平面 的 。 

10、 使 用 龙 拉 公式 检验 下 图 是 否 为 平面 图， 
pe 


坟 、 设 一 单纯 平面 图 6 有 +s 个 顶点 、rm 条 边 ，/ 个 面 。 试 证 明 ; 

( 1) 如 果 # 计 3、 则 m 二 39 一 6 f32n 一 和 。 

《 2 ) 如 果 # 六 4 ， 则 至 少 有 4 个 顶点 的 次 数 不 大 于 5 。 

( 3 ) 如 果 G 中 各 项 点 的 最 小 次 数 为 4 ， 则 靳 少 有 8 个 项 点 的 次 数 不 超 过 5。 
《4 ) 如 果 G 中 各 项 点 的 最 小 次 数 为 5 ， 则 至 少 有 12 个 项 点 的 次 数 是 5 。 
12、 试 证 明 ， 如 时 G 是 平面 的 三 角 剖 分 图 ， 则 mm 一 30 一 6 

隐 ， 求 出 下 图 的 一 个 平面 嵌 人 ， 使 其 中 每 一 条 边 都 是 一 条 直线 。 


14、 设 S= XJ，X4，…, Xa》 是 平面 上 na= 3 仿 点 的 集 ， 其 任 二 点 间 的 距离 
都 不 小 于 1 ， 汪 明 最 多 有 3 一 6 对 点 间 的 距离 恰好 为 1 
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4145、 举例 说 明 ， 一 个 平面 图 G 的 不 同 的 平 面 嵌入 可 得 到 入 此 不 同 构 的 对 但 图 
人 

了 98、 如 紧 我 们 定义 : 图 @C 一 【和 ,五 ) 与 Gi= 《XX1，E1 ) 是 对 偶 的 ， 当 且 
奴 当 在 其 边 集 之 出 存在 一 个 映射 j::， 世 一 瑟 |， 使 得 f 是 一 一 的 ， 映 上 的 ， 而 且 如 果 
边 入 C 在 人 中 是 一 个 初级 图 ， 则 f《 C ) 在 G1 中 是 一 个 初级 余 图 ， 且 反之 亦 真 。 营 
党 窗 义 一 个 图 的 对 惕 图 ， 高 特 内 於 1933 年 证 明了 下 面 的 定理 ， 

一 个 图 是 平面 的 ， 当 且 仅 当 其 有 对 悍 图 。 

斌 说 明 此 定义 与 我 们 风 有 的 定义 不 党 全 一 致 。 举 例 说 明 其 差别 。 

17、 举 出 说 明 ， 如 类 单纯 图 =( 半 ， 鼎 ) 不 是 联接 的 ， 则 依 我 们 所 述 之 对 偶 图 
G* 的 作法 所 得 之 G** 不 再 等 于 G, 进 一 步 证 明 ; 6'* 4 G 的 充 要 条 件 是 G 是 联接 的 。 

18、 平 画图 G 如 果 济 足 GSs G"， 则 称 G 是 自 对 偶 的 。 

( 1 》 试 证 明 ， 如 G 为 自 对 但 的 ， 则 mm 一 2 0 一 2 。 

( 2 ) 对 w= 4 的 每 一 个 4 入 都 求 出 一 个 在 "个 项 点 上 的 自 对 介 的 平面 图 ， 

19、 设 平面 图 =《 XX，E ) 的 降 顶 树 为 了 ， 互 "一 {e"EE(G' ) |]e&E 
( 工 ) }， 试 证 明了 "=G*《 EB" )》 是 G" 的 跨 顶 树 , 

20、 试 证 明 ， 如 界 平 耐 图 G 有 次 至 为 1 的 点 , 则 其 对 但 吏 @G* 中 有 环 。 如 果 G 中 
有 次 数 为 2 的 点 ， 则 其 对 贪图 G* 中 含有 二 重 边 ,反之 ， 则 不 然 、 试 研究 如 下 图 6. 


21、 试 证 明 ， 不 存在 这 样 的 平面 图 ， 它 有 5 个 画 ， 生 任 二 面 间 均 至 少 有 一 条 
公共 边 、 
22、 检 查 下 图 是 否 为 平面 图 。 
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第 五 章 ”两 分 图 ( 偶 图 ) 


$$ 1 基本 概念 与 基本 定理 

设 图 G = (三 ,五 ) 的 项 集 可 以 分 划 成 两 部 分 人 1 与 禄 ，， 
其 中 四 ,入 ; 夺 中 , 革 1 站 六 ;= 中 ， 苇 1, = 六 ,使 图 的 全 一 
边 e= [x1，x2， 其 一 个 顶点 艳 站 ,内 一 个 顶点 在 六 :内 。 而 
让 1 星 任 三 点 之 闻 无 联 边 ，XX, 时 任 一 点 之 阅 也 无 联 达 。 这 样 的 
图 叫做 两 分 图 (或 称 假 图 ) 。 

例 1 水 电 供应 图 是 一 个 两 分 图 。 代 表 住 户 的 顶 是 一 组 ， 
代表 水 、 电 、 煤 气 厂 各 点 的 又 是 一 组 。 事 起 图 来 如 图 5。 1 
《第 一 章 3 1 例 3)。 

例 2 港口 运输 问题 。 大 洋 两 岸 各 有 若干 个 港口， 两 边 的 
港口 有 货物 来 往 运输 (不 转口 ) 。 画 起 图 来 是 一 个 两 分 图 。 
《 见 图 5 ,2 ) 


图 5.1 图 5.2 
例 3 ”不同 的 组 织 成 员 分 配 问 题 。 有 车 十 个 人 ， 分 属于 若 
干 个 不 同 的 组 织 《 每 个 人 所 属 的 组 织 可 以 交叉 ) ， 夯 成 图 是 一 
个 两 分 图 ( 见 图 5 .3 ) 。 
例 4 ”都 市 里 付 食 供应 问题 。 在 一 个 大 都 市 的 郊区 ， 有 车 
于 个 付 食品 加 工厂 分 别 供应 市 区 若 寺 个 销售 点 * 本 起 图 来 是 
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一 个 两 分 图 《 见 图 5， 4 ) 。 


生产 工 王 销售 二 


图 5.3 图 5.4 


一 般 把 两 分 图 记 作 G =《〈 访 ,Yi EE》， 其 中 三 ， 了 代表 
顶 集 ， 革 站 Y= 23, 巨人 代表 边 集 。 设 鲜 的 每 个 点 与 了 的 每 个 点 之 
间 都 有 联 边 ， 则 这 样 的 图 叫做 完全 两 分 图 。 设 |X|=m,，!Y| 
=#， 完 全 两 分 图 便 记 作 太 m,n 。 我 们 已 经 知道 入 ,不 是 平 
面 的 (推理 4.16)。 当 mm、# 闻 3， 帮 m,n 当然 也 不 是 平面 的 。 
因 其 中 总 含有 长, ,作为 它 的 一 个 部 分 子 图 。 

任 给 一 个 无 向 图 G =( 六 ，E ) ， 怎 样 来 判断 它 是 否 是 一 
个 两 分 图 昵 ? 这 便 是 下 列 定理 所 要 解决 的 问题 。 

定理 5.1 无 向 图 G = ( 久 ，EE ) 是 两 分 的 ， 其 充分 和 必要 
条 件 是 图 G 不 合 奇 轿 。 

证 必要 性 必要 性 是 很 明显 的 。 设 图 的 项 分 划 成 羡 、 
了 两 部 分 ， 革 1jY 中 的 顶 都 是 两 两 无 边 相 联 的 。 一 个 轿 自 区 中 
一 项 x%1 出 发 ， 联 到 y, EY 了 ， 若 青 有 另 一 边 ， 也 联 x 1 与》1， 则 
这 样 的 图 其 长 为 偶数 。 否 则 ， 自 y; EY 联 到 x,E€ 下， 最 后 必 
须 再 自 了 中 一 点 回 到 x ,， 其 所 含 边 数 总 是 侦 数 。 

充分 性 ” 设 图 G 分 成 若干 个 联接 的 分 子 图 ，G ,是 其 中 一 
个 。 在 G4, 里 任 取 一 点 *,， 然 后 到 G。 中 其 他 的 顶 联 链 。 将 G ,里 
的 顶 分 成 两 部 分 ， 凡 到 x*, 有 偶 长 的 链 的 ， 命 属于 革 。， 凡 到 
xo 有 奇 长 的 链 的 ， 命 属于 了 Y,。 关 G。 是 联接 的 ，x。 到 GG。 里 其 
他 任 一 项 均 有 链 相 联 。 又 x, 到 任 一 点 x， 不 能 婚 有 偶 长 的 链 相 
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联 ,又 有 奇 长 的 链 相 联 。 否 贡 将 产生 奇 图 , 这 与 定理 的 假设 相 了 矛 
盾 。 故 G .的 顶 可 分 划 成 羡 , 与 ,两 者 均 不 为 中 。 设 x。，EX,， 
又 在 全 ,里 任 取 二 顶 x ,与 Xx; 往 证 x1 与 xs 之 间 决 无 边 相 联 。 命 
Xo 到 x 与 x 的 两 个 最 短 链 分 别 为 

HiLxe, X10o, xz]o 
4 与 &a 都 是 偶 长 的 。 芳 za 与 ta 有 若干 个 交点 ， 命 其 最 后 一 个 
交点 为 6 ( 见 图 5 .5 )。41 与 4s 都 是 最 短 的 。 故 [2，x 口 与 
[58，x2] 都 是 初级 链 ， 且 其 长 同 为 奇数 或 同 为 偶数 。 否 则 ， 
CxnUibHaxo 将 是 一 个 奇 圈 。 这 与 定理 的 假设 相 了 矛盾 。 


， 一 


图 5.5 

车 x 1 与 x 之 间 有 边 相 联 ， 则 图 [bp 4x1x。425) 将 是 奇 长 
的 ， 这 和 定理 的 假设 矛盾 。 

同 理 可 证 ，Y。 中 任 二 项 也 不 能 有 边 相 联 ， 这 就 证 明了 不 
图 G 的 联接 的 分 子 图 是 一 个 两 分 图 。 同 理 可 证 原 图 G 的 每 一 联 
接 的 分 子 图 都 是 两 分 的 。 放 G 是 一 个 两 分 图 。( 证 毕 》 

例 1 赫 尔 施 尔 (Herschel ) 图 是 两 分 的 。 图 5 .6 中 的 
《一 ) 是 赫 尔 施 尔 原 图 。( 二 ) 是 其 对 应 的 画 成 明显 的 两 分 围 的 另 
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一 种 画 法 。 又 这 个 图 是 平面 的 ， 它 的 基础 图 都 是 偶 疾 ， 其 长 为 
4 。 由 这 些 偶 图 按 环 和 方式 昕 爸 成 的 基 都 应 是个 长 的 。 故 据 定 
理 5.1 它 是 一 个 两 分 图 。 图 5,6 中 的 (一 ) 与 (二 ) 实 际 .是 同 构 

例 2 和 衬 是 两 分 图 。 由 于 树 无 阁 ， 即 其 任 一 图 长 都 是 0， 
故 树 只 售 偶 图 。 


§ 2 两 分 图 的 矩阵 表示 
已 给 单纯 的 两 分 图 G =〈 环 ,7;， 互 )， 可 以 写 出 它 的 相 
邻 和 矩阵。 取 久 里 的 点 为 行 ，Y 里 的 点 为 列 作 捧 隆 


图 5 

矩阵 4 是 一 个 ( 0，1 ) 矩阵 ， 每 一 个 这 样 的 ( 0 ，1 ) 岳 阵 
都 唯 - -地 对 应 于 一 个 单纯 的 两 分 图 C = 《 XX，Y; 五) 。 

设 ( 0，1 ) 矩阵 是 mxn 弄 的， 第 1 行 上 “1” 的 个 数 是 

记 ， 则 (pi ppm) 称 为 这 个 (0，1 ) 一 敌阵 的 行 和 


向 量 。 长 其 第 7 列 上 “1” 的 个 闭 是 8， 则 《9 :9a， Wn) 
是 其 到 和 向 量 。p; 表示 其 应 的 两 分 网 CC=《〈 下 ，Y; 点) 里 顶 
92 


和 《 驴 的 次 狐 ，9 ,二 未 而 y EY 的 六 
从 (0 ，1 矩阵 来 看 ， 两 着 都 表示 多 隆 里 “1 的 总 数 。 从 两 
分 图 来 看 ， 两 者 都 表示 相应 图 G = 〈 和， ;五 ) 里 边 的 条 数 。 
因此 总 有 


Zp Da, 


现在 的 问题 是 ,已 给 二 向 各 《pi pss…,par) 与 (qi1， 
qzs …，94) ， 在 什么 样 的 条 件 下 ， 才 能 有 一 个 单纯 的 两 分 
图 G = 《六 ，Y， 五 ) 取 p ,为 项 XiE 久 的 次 数 ， 取 9; 为 y; EV 
的 次 数 。 把 这 个 问题 转换 成 ( 0 ，1 ) 一 矩阵 的 问题 ， 便 是 在 
什么 样 的 条 件 下 ， 才 能 存在 一 个 mxn 型 的 ( 0 ,1 ) 一 -和 矩阵 。 
取 《pi, ps， …， pm) 为 其 行 和 向 量 , 到 (49,， 92 
4n ) 为 其 列 和 向 量 。 交 此 ， 先 作 下 列 说 明 ， 设 已 给 向 车 p= 
【bag ) ， 其 中 i; 均 为 非 负 整 数 。 作 mxwn 型 ( 9， 
1 ) 一 矩阵 ， 取 p 为 其 行 和 向 最 ,只 要 对 i = 1,2.…, tm 均 有 pin 
这 总 是 可 能 的 。 将 矩阵 4 中 行 上 的 1 统统 移 到 左面 成 矩阵 


A ‘pl 
Fe lin Ps 
1 0 pa 


我 们 把 这 样 形式 的 盾 隆 叫做 最 大 矩阵 。 记 4 的 列 和 为 5;，5,， 
…，Sn，， 从 这 里 可 以 看 出 : 取 p= Cpis pas pn) 3 
= 《1，S;，*“，5n) 分 别 为 行 和 向 量 与 列 和 向 量 的 mm xn 型 
〈 0 ，1 ) 一 抹 隆 是 存 存 的 ， 而 且 是 唯一 确定 的 。 这 个 算 阵 就 
是 A。 

二 向量 S= 《ss 7 5) 全 S*= (8 52 os 
sn* ) 其 元 素 都 是非 负 整 数 ， 设 直列 条 件 能 满足 


(1)s; 记 9: 祁 字 S13 Ee 


+ : 
(o>s, CEs (ks1, 2, wy 1-1) 


i :1 


Ss -Ss 
则 称 向 最 S 被 向 是 $* 所 统帅 ， 记 人 
S<S* 。 


定理 5.2 设 R= (ry ri er rm)，S= (C8, Ss 
…，sw ) 是 二 向 量 ， 其 元 素 都 是 非 负 整数 。 用 民 为 行 和 向 量 作 
痉 阵 及 ， 命 其 列 和 向 量 为 S， 则 存在 矩阵 4 取 民 为 其 行 和 向 量 ， 
3 为 其 列 和 向 量 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 

S<S。 

证 必要 性 调整 R 与 5S 里 元 素 的 顺序 、 使 成 递 降序 列 。 
设 存在 矩阵 4 到 怀 与 S 为 其 行 和 向 其 与 列 和 向 量 。 作 扼 阵 
4 它 由 4 逐次 在 行星 向 左 移 动 “1 ”而 得 到 。 故 有 


> < (k= 1 2, -1) 


因而 S<5 

充分 性 ” 设 S<S。 如 上 所 言 ， 设 向 量 R 与 8 的 元 素 调整 
威 递 降 序列 ， 往 证 ， 可 自 4 作 出 一 个 矩阵 4， 其 行 和 向 重 与 
列 和 向 量 分 别 是 已 给 的 尽 与 S。 其 作法 是 在 矩阵 4 的 行 里 按 下 述 
规则 连续 将 “1” 自 左 向 右 移动 。 在 4 里 ， 找 其 第 4 列 元 素 为 
0 的 含 1 最 长 的 行 ， 将 其 末 一 个 “1” 移 至 第 * 列 ， 使 所 得 的 
和 矩阵 其 第 n 列 的 列 和 等 于 s, 为 目 。 若 在 4 里 有 攻 个 行 其 长 度 相 
等 ， 则 最 先 把 在 最 下 面 那个 行星 的 “ 工 ” 移 至 第 * 列 。 如 此 便 
得 一 个 矩阵 

A = (hss 4 
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其 中 四 -1 是 mx (n 一 孔 型 的 最 大 矩阵 ， 其 行 和 向 量 与 列 和 向 
量 都 是 递 降 的 。A ,是 m x 1 型 窍 隆 ， 其 列 和 等 于 sn。 


首先 证 明 此 作法 的 可 行 性 。 由 于 之 5 = 这， ss 


El 


: : 
DT 有 


=1,2, sm-1 均 上 成立。 特别 册 此 得 出 sg， 以 及 >st 
>>s*， 因 而 必 可 通过 若 于 次 〈 可 能 为 零 次 ) 移 动 使 第 4 列 的 列 
和 为 s,。 在 移动 时 ， 先 从 含 荆 最 长 的 行 的 末 位 开始 移动 ， 目 的 
是 保持 4.- ,中 列 向 是 的 递 减 性 。 册 最 下 面 的 行 开始 右 移 目 
的 是 保持 及,- ,中 行 和 向 量 的 递 降 性 。 (这 后 一 点 不 具有 实质 
上 的 重要 性 。 》 

其 次 证 明 此 作法 可 继续 下 去 。 为 此 记 才 ,， :中 的 询 和 向量 
为 8 = 《可 5， 训 ，…，574.1) ,分 析 向 最 S' 与 向 让 SP- (si 


524， sn- 帆 之 间 的 关系 。 其 第 一 个 关系 是 : 袜 


如 果 s, = #7， 则 得 到 续 阵 CA, - ,，413 时 , 原 答 阵 有 4 未 进行 


任何 变动 。 即 太 = 本 但 因 s, = 可， 所 以 得 出 : 了 5 - 富 ， 


1 i 


[wh 


及 之 s 二 之 六 对 R= 1 ，2，…，# 一 2 均 成 六 。 
如 果 s,>ss， 则 依照 我 们 的 规则 ， 将 首先 把 第 (= -~ 1 ) 列 

的 下 方 (s,-: -sr ) 个 “3” 自 充 向 右 移 。 如 果 (《 57_ :一 584) 

之 s， -54， 则 由 于 要 保持 行 和 不 变 ， 将 要 继续 从 第 Cn-2) 列 


下 方 的 (86s 一 5 1) 个 1” 中 从 下 往 上 闻 取 出 “1” 自 在 了 


右 移 到 第 n 列 ， 如 此 等 等 。 因 而 可 知 ， 邵 果 5,- -57 < ss 一 sy 
坟 5_1.1 -5 了 时 ， 经 过 移动 后 得 到 的 知 阵 有 4. ,的 列 和 向 最 5 
与 原 条 阵 .4 中 的 列 和 向 量 3 有 下 列 关系 ; 

当 i= 1 ,2,2 8/ -Si 

当 -并 时 

3 SS) 8 

此 外 ,总 -Ps 
可 以 推出 


:由 此 


当 h= 1 2 2s, 


i i 


当 h=4~1-1,，n -1，…， fn 一 2 时， 内 于 


i er ,2 
Cent Da DH, EIDs, 


获 有 ” 马 s 所 之 可 成 立 。 亦 即 50'<3’ 仍 成 立 。 

因而 代替 A， 对 44 1 用 同样 的 办 法 处 理 ， 从 而 得 到 一 
个 新 矩阵 [有 :，43， 其 中 有 -是 一 个 mx (mn-2) 型 的 
最 大 给 隆 ， 而 .42 则 为 mx 2 型 的 算 阵 ， 其 列 和 为 84-1，sw。 由 
了 于 每 作 -一 步 ， 新 的 最 大 型 婚 阵 汐 满 足 原 最 大 型 第 阵 所 满足 的 相 
似 的 条 件 ， 因 而 训 以 一 直 作 下 去 。 但 人 每 作 一 步 后 ， 新 的 最 大 型 
矩阵 减少 一 列 。 故 经 * 步 后 ， 可 得 放 -- 个 短 眶 4 ， 共 外 和 向 量 
恰 是 S。 《 

例 已 给 R= (5, 4,2, 2 2),5=( 5,8, 
2，2，2，2，1 )， 求 作 (0，1 ) 和 挎 阵 ， 取 已 力 其 行 和 
向 晨 ，S 为 其 列 和 向 量 。 
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1 0 n、 
1 
A=1 1 10 
Ti wn nn 
1 10 4 00 


其 S= (5,，5，?，,，2,，1，,，U，0), 显然 有 

5S<S， 
据 上 定理 ， 确 存在 矩阵 4， 以 丸 为 其 行 和 向 量 ， 以 3 为 其 列 和 
向 量 。 按 证 盟 中 的 作法 ， 不 难 作出 


fll001ld111 5 
101u1ld10 4 
A= 16010000 2 
0160610230 2 
| o 161008 2 

8 3832 2221 


像 这 祥 的 矩阵 ， 可 以 作出 很 多 。 警 如 


1100d11 13100d1 1 
| 1010110 1I1¢G1Ll1i0 10 
| 0110000 00190000 
| 1001000 ol100 1100 

G1091000 ， 0 110190 0 


等 都 是 分 别 以 R 与 S 作 为 它们 的 行 和 向 量 与 列 和 向 量 的 。 这 些 
和 矩阵， 构成 一 个 矩阵 类 ， 其 中 究 训 有 多 少 个 这 样 的 拓 活 ,这 是 
组 合 数学 里 至 今 没有 解决 的 问题 。 

这 个 定理 的 证 明 过 程 同时 也 龙 一 个 作法 过 程 ， 具 体 作出 所 
要 求 的 矩阵 。 
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上 面 所 作 的 那个 向 全 9， 实际 上 还 可 以 作 下 面 的 理解 ， 

已 给 向 基 尺 = Cri, r:， 
上 )》， 在 平面 上 作 方 将 图 
表 如 图 5 . 8。 计算 在 已 给 的 向 
量 刃 = (ry, fo， fm) 中 ， 大 
于 或 等 于 ] 的 元 素 的 个 数 记 为 
+ ， 大 于 或 等 于 2 的 元 素 的 个 
数 记 为 -,"， 如 此 类 稚 。 如 右 图 
5.8, R= (5,4, 2, 2, 图 5 .8 (党 尔 罗 尔 斯 图 表 } 
2), R*=(5, 5, 2， 2， 1)。 作 出 ri ri ry rm 
之 后 ， 将 所 占 的 方 格 打上 阴影 .第 一 行 打 阴影 的 方 格 的 个 数 
便 是 ri*， 第 二 行 打 明 影 的 方 格 数 便 是 r，,*， 如 此 类 推 。 命 所 
得 的 向 量 记 作 R*= (r1*,， rr，”，""“，7?,*)， 统 帅 关系 便 是 
S< 尺 "。 于 是 这 个 统帅 关系 过 以 改写 成 : 


[NE rr 


: 国 
Drs R= 1 2, #1 ), 


上 面 的 定理 5,2 可 应 用 到 单纯 的 两 分 图 上 来 ,改写 成 如 下 形式 ， 
定理 5.3 已 给 二 数列 7 1 这 7 放 记 fris1 访 5 这 8， 
存在 单线 的 两 分 图 G=【〔〈 居 ,了 ， 友 ) 其 中 下 = {x1 
Ya = 322 yo ， 便 有 
de (xi) =r; (i=1, 2 ", m) 
dr (yi) 8) (Cf 1, 2, ,nm) 
其 充分 和 必要 条 侍 是 ; 
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上 上 


Bri Ch 1 2, ,1-1) 


证 由 定理 5.2, 求 得 ( 0，1 ) 一 矩阵 4 之 后 ， 作 出 与 4 
相应 的 单纯 两 分 图 G ( 多 ，Y ;三 ) 便 得 。 (证 毕 ) 

和 ( 0，1 ) 矩阵 -- 样 ， 可 能 有 很 多 这 样 的 单 纯 的 两 分 
图 。 但 究竟 有 多 少 个 ， 仍 是 一 个 没有 解决 的 问题 。 


$ 3 ”两 分 图 的 并 列 集 

所 谓 一 个 单纯 图 G =( 革 ，E ) 的 并 列 集 ， 是 边 集 E 的 一 
个 于 集 严 一 已 ， 其 中 无 二 边 共 点 。 关 于 并 列 集 的 一 般 理论 将 在 
第 十 章 加 以 论述 。 这 里 只 想 讲 一 个 与 两 分 图 有 关 的 著名 定 玛 ， 
它 在 组 合 数学 里 有 重要 作用 。 

已 给 两 分 图 G= (X,Y， 已 )， 其 由 天 = { xj， xy 
yy 。 设 FCE， 且 设 

F= {Cx Yi) Css Ys) es xi yi) } 

x Y， 其 中 x; 各 不 相间 ，y ji 也 各 不 相同 。 这 个 

”一 下 便 是 两 分 图 的 一 个 并 列 第 。 叭 一 的 一 
: ; 。 边 当 然 也 是 一 个 并 列 集 。 一 个 很 自然 的 
一 一 问题 便 是 去 找 图 G 里 的 极 大 并 列 集 ， 合 

它 所 含 的 互 不 相 邻 的 边 的 个 数 达 到 要 
大 。 因 为 图 是 有 限 的 , 这 样 的 极 大 
并 列 集 总 是 存在 的 。 我们 把 极 炎 并 
列 集 的 维 ( 即 其 中 所 含 元 素 个 数 ) 记 
为 p。 

在 两 分 图 G =《 车，Y， 二 ) 里 我 们 还 可 以 在 顶 集 半 UY 
插 任 取 一 组 顶 4 忆 和 UY， 使 图 GG 中 每 一 边 至 少 有 一 顶 含 证 4 
肉 ， 这 样 一 个 顶 的 集合 叫做 径 集 ( transversa] ) ， 辟 如 图 G 
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的 整个 顶 集 便 是 这 样 一 个 集合 。 一 个 很 自然 的 问题 是 去 找 极 小 
的 久 集 。 我 们 把 极 小 径 集 所 含 的 顶 数 记 作 p'。 若 把 一 条 河 两 岩 
的 小口 、 湾 口 与 渡口 之 间 的 联系 画作 两 分 图 G， 那 么 极 小 径 集 
便 是 两 岸 之 间 最 少 的 这 样 的 渡口 ， 守 住 这 些 渡口 ， 河 的 两 岸 交 
通 便 完全 断绝 。 

和 上 节 一 样 ， 我 们 也 把 这 个 问题 反映 到 ( 0，1 ) 一 矩阵 
上 来 。 丙 分 图 G=【〈 大 ,了 : 五 ) 的 项 对 应 手相 邻 矩 阵 里 的 行 
和 列 《 在 下 定理 中 统称 为 线 )。 每 一 边 则 对 应 于 相 邻 矩阵 里 一 
个 “1”。 图 G 的 并 列 集 便 是 相 邻 年 阵 里 不 同 列 、 不 同行 的 . 
“1” 所 成 的 集合 。 极 痰 并 列 集 果 所 含 的 边 数 便 是 相 邻 移 阵 里 
不 同 列 不 同行 的 “1” 的 极 大 个 数 。 这 个 数 p 在 研究 《 0 ,1 》 
一 矩阵 时 ， 把 它 电 个 项 牧 《 term rank ) 。 顶 既 对 应 于 矩阵 的 
行 和 列 ， 而 行 和 列 都 是 一 条 线 。 这 个 极 小 的 数 P" ， 便 是 相 邻 矩 
阵 里 极 少 的 线 数 ， 含 尽 年 阵 中 的 “1”。 于 此 ， 有 下 著名 的 

定理 5.4 (Kiénig，Egervéry，[1931] ) 在 (0 ,1 ) 一 上 捉 
阵 4 里 不 同 列 不 同行 的 “1 ”的 极 大 个 数 忆 等 于 包 会 矩阵 里 所 
有 的 “1 ”的 极 小 线 数 m" 。 

证 p' 条 线 含 尽 矩阵 4 里 的 “1”， 当 然 也 含 尽 所 有 不 同 
列 不 同行 的 “1”， 故 p' 之 p。 以 下 往 证 op 之 p'。 

设 p' =e+f， 即 有 e 个 行 与 1 个 列 食 尽 箱 阵 4 里 的 1， 而 使 
P' 达 到 极 小 。 可 将 4 作 行 之 交换 与 列 之 交换 ( 这 祥 的 交 换 当然 
不 影响 0 与 的 值 ) ， 使 所 有 的 那 e 个 行 统统 位 于 首 e 个 位 置 ， 
所 有 的 7 个 列 统统 位 于 首 7 个 位 置 。 十 是 抵 阵 4 变 成 下 列 形 状 : 

.4 人 wi A 

其 中 ，41 是 exf 型 ，4: 是 ex《n- 站 型 的 ，4; 是 (m-e)*f 型 的 ， 
444 是 Cm-e) x《 wn-f) 型 的 0 定 阵 。 

现在 来 研究 4,。 首 先 e 志 mn-f。 否 则 可 取 这 n-f 个 列 来 准 代 
那 e 个 行 而 使 2 践 小 。 在 4 站 就 行 米 看 ， 科 个 行 至 少 应 念 一 
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个 “1”。 和 否则 ， 去 淖 不 含 1 的 那个 行将 使 0 减 小 。 同 祥 ， 就 
4 的 (m-f) 个 列 来 看 、 至 少 应 有 e 个 列 含有 “1”, 否则 到 
含 “1” 的 列 ( 小 于 e ) 来 替代 原 取 的 e 个 行 也 将 使 减 小 。 故 子 
矩阵 4: 应 省 e 个 “1 ”在 不 同 的 行 和 不 同 的 列 上 。 即 4 的 项 
秩 不 小 于 e。 同 理 可 证 ，A4s 的 项 秩 不 小 于 f。 鼓 

0 之 e"f=p' 或 p 之 Pp” 
于 是 p= p'。 《证 毕 》 

推理 5,4。 在 两 分 图 G =《 攻 ，Y ，EE ) 里 ， 极 大 并 列 集 的 
维 , 等 于 其 极 小 径 集 的 继 。 

由 于 定理 5,3 与 推理 5.4。 是 两 分 图 的 两 个 重要 特 性 ， 特 别 
是 相应 的 定理 在 ( 0 ，1 ) 一 物 阵 的 理论 里 相当 重要 ， 所 以 
在 这 里 用 纪 合 数学 的 方法 加 以 论证 。 至 于 一 些 特殊 图 的 存在 闻 
题 ， 和 一 般 图 的 并 列 集 的 问题 ， 将 在 以 后 加 以 论证 。 

习 是 

1、 试 证明 ，| BB(Kn， +) 1 一 m4 

2 ， 斌 证明， 加 曙 图 G 是 单纯 的 两 分 司 ， 仿 # 个 项 , 册 其 边 娄 11 一 -到 

3 ，& 一 分 图 是 其 顶点 集合 可 划分 式 6 个 子 集合 ， 以 合 得 没有 任何 一 条 边 的 卫 
个 端点 同 在 一 个 子 全 全 中 的 图， 完全 一 个 单纯 图 , 其 中 不 在 同一 子 
集中 的 任 二 顶 沟 有 这 祖 壬 的 一 分 医 ，# 个 顶点 的 完全 一 分 图 ， 如 果 其 中 每 一 部 
分 的 顶 吉 个 孝 为 【- 瑟 -个 或 [入 "个 人 O 时 ， 记 为 Tm，n。 斌 证明 


CONECTR | 


(二 
《 2 ) 如 果 个 冯 # 个 顶点 的 完全 mw 一 分 图 ,对 | (G) 1 二 | 如 (Te，*) |， 呈 
仅 在 G 涯 T，* 时 才 有 等 号 直立。 
4 ， 8 一 维 立 方 体 是 这 笠 一 种 团 ， 其 项 点 是 0 与 1 的 有 序 h 重 组 ， 当 且 仅 当 二 
个 再 序 p 重 组 公有 一 个 对 永 的 分 虹 不 同时 ， 二 项 有 边 相 联 。 试 证 ，& 维 立方 体 图 有 
2 :个 基点， 有. 2 -1 条 边 ， 而 县 是 两 分 国 ， 


外 “今后 用 [x] 表 示 不 大 于 x 的 最 大 整数 ， 用 [x]# 天 示 不 小 于 x 的 最 小 整数 。 
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其 中 A421==A'14。 

7 ， 夫 出 一 个 不 与 任何 k 维 六 方 体 的 部 分 子 图 同 构 的 两 分 图 

8 ， 试 证 明 ， 单 纯 图 G 含 有 一 个 两 分 图 的 部 分 图 太 ， 使 对 所 有 的 点 xEX 《 G 
的 项 全 ) ， 均 有 

am 二 dc 成 立 。 

9 ， 设 已 知 二 个 正 整数 序列 rf1 关 rz 汪 下 于 rn， 及 sl 之 s 宇 一 ss 试 证 明 ; 
存在 一 个 单纯 的 两 分 轩 G==(XX, 了 :EE)， 其 X={ xl x x 上 Y={ yt 
yr} 使 da (x; jor, de (Cy) si(ict2, mm, j=1, 
，# ) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


细 


7 
= Zs 及 
j=11 


对 = 1 ，2 …，# 一 1 均 成 立 。 

10， 已 给 两 个 序列 ,P=( py, p22， p+) ,9 一 (gl， gamga), 求 
在 顶点 { x1，x2，…,xw》 上 存在 一 个 有 向 图 G= ( XX，UU ) 使 得 d(x; }=p; 与 

“，n 均 成 立 的 充分 必要 条 件 。 

11, r ) 和 5S 二 (sl1，s2, “sn ) 是 非 负 监 数 的 两 个 不 
增 数列 ， 分 别 用 RR ，S "表示 数列 ( rz，…rm ) 及 (s1 一 1s2 一 1 Sr 一 1 
Sr Sn), 

(上 ) 试 证 明 : ( 玉 ，S ) 可 由 单纯 的 两 分 图 来 实现 的 充分 必要 条 件 是 ( R'， 
5' ) 可 由 章 纯 的 商 分 图 来 实现 

(2 ) 利用 ( 1 ) 的 思想 找 述 一 个 实现 { RR。5 ) 的 单纯 两 分 加 的 莫 法 。 如 果 这 ， 
样 的 实现 存在 的 活 。 ， 

12， 设 R 二 ( 5,4，4，2，1 ), 5S 二 (5，4，4，2，1 ) 试 证 明 ， 
这 一 对 向 量 个 ( 只 ，S ) 不 能 由 总 纯 的 两 分 四 来 实现 。 

13， 设 马 知 二 非 负 整数 的 不 增 序 列 f r1，r2 erm 了 (sl S25 )， 
惠 用 定理 2 的 证 明 中 所 描写 的 构造 矩阵 的 过 程 ， 托 述 一 个 作 图 的 过 程 ， 作 出 一 个 
两 分 图 G==( 关 ,，Y; 至 ) ,使 dc (x ) doly 1)=s 1 对 于 i=1 2 ， 帮 ， 
#1EX, j=1, 2 ~ ny1EYRWF 

了 4， 不 怖 困 定 多 4 直接 证 明 ， 在 两 
维 等 于 其 极 小 径 业 的 维 ， 


mint Bh, re 


= (有 ,VY; 五 ) 户 极 大 并 列 集 的 
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第 六 章 网络 上 的 流 


$1 网 络 


上 章 我 们 曾经 讲 过 大 洋 两 岸 港口 运输 问题 ， 和 市 场 供应 问 
题 ， 这 些 ， 实 际 上 是 本 章 所 要 讲 的 一 般 问 题 的 九 个 特例 。 

什么 是 一 个 网 络 ? 已 给 有 向 图 G=《〈《 皂 ， 避 ) ， 顶 集 下 可 
以 分 成 三 类 。 一 类 是 子 集 5 生 XX ， 有 一 批 物资 要 自 顶 集 5 发 出 ， 
称 为 发 点 。 一 类 是 子 集 T 忆 XX， 需要 收 到 一 批 物资 ， 称 为 收 
点 。 一 类 是 中 转 站 CX。 

SS, T#2, SNT, TNR. SNR=2, SURUT=X. 
其 中 可 以 是 空 集 。 

在 每 条 弧 (x,y) 上 给 定 一 个 非 贫 数 c(x,y)， 称 为 窜 量 。 在 
运输 工作 中 ， 强 (zx,y) 上 的 最 大 负荷 量 是 c(x,y)。 在 一 般 情 况 
下 ， 当 然 要 求 图 是 联接 的 。 这 样 一 种 特殊 的 构 形 ， 称 为 网 络 ， 
把 它 记 作 .全 = [六 ,ez 和 一 般 的 有 向 图 有 所 区 别 。 在 一 个 网 
络 上 ， 主 要 的 问题 是 它 的 最 大 运输 量 是 什么 ? 怎样 达到 ? 例如 
下 图 6.1 便 是 一 个 网 络 : 
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在 图 6.1] 星 ，S= {81 5s} ， 了 -Tt ty ff}， 
R= {ry fes ri fas fos ra ri 
每 个 引 旁 标 出 的 数 ， 是 这 条 红 的 容 晶 。 警 如 
Csisr1) 一 Sec(rays 二 3， 
所 有 在 发 点 “s” 上 的 缠 ， 不 一 定 仿 是 自发 出 的 。 在 收 点 
《把 上 的 弧 ， 也 不 一 定 全 是 指 击 “1” 的 。 

在 网 络 的 弧 鞋 ， 再 给 出 一 个 非 负 甫 数 /(x,y)， 称 为 网 络 
上 的 流 ， 即 在 网 络 上 上 ， 当 物资 运行 时 ， 通 过 红 (x,y) 的 流量 是 
(x,y)。 当 然 ， 应 有 

Of x, I Ee, y)。 (x,y) EU, 
因为 物资 通过 每 条 驱 时 ， 其 通过 时 当 然 不 能 超过 这 条 驱 的 负荷 
量 。 几 是 这 样 的 流 ， 称 为 网 络 上 的 可 行 流 或 许可 流 。 

由 于 $S 中 的 点 是 发 点 ， 虽 然 可 能 有 回流 ， 但 总 有 一 个 总 发 
出 量 。 了 让 每 一 点 是 收 点 ， 星 然 运 到 一 批 物 资 ， 可 能 再 度 运 
出 ， 但 最 后 总 收 到 一 定数 量 的 物资 。 中 转 站 ， 则 只 起 中 转 作 用 
收 到 多 少 喜 立刻 转运 出 去 。 收 点 集 7 上 的 总 收 基 ， 当 然 只 能 等 
于 发 点 S 上 的 总 发 是。 设 了 是 一 个 流 ， 我 们 总 用 

f(x, 入 ) 记 一 点 x 的 总 发 县 ， 
1 fCN ,2 证 一点 x 的 总 收 量 。 
著 用 v 沁 最 后 的 总 收 量 或 总 发 最 ， 则 v 你 为 流 f 的 值 ， 记 作 v= 
vf}, 

故 一 个 网 络 上 的 一 个 可 行 流 /F， 应 满足 以 下 一 些 线性 关系 


(LD 了 flz， NW- BAN, = 


1 12) fw) -了 xz)= 0 (x ER) 
(人 SfN)- Sfx N= 


(1.4) Of (x, E(x, y) (x,y)EU 
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\ 
2 


图 6.2 


每 条 扳 上 括号 里 的 数 是 该 派 的 容量 c， 不 在 括号 的 数 是 这 
条 弧 上 的 流量 。 { r:，rs，rs，r*4 } 四 虚 是 中 转 站 ， 收 进 量 与 
发 出 量 相抵 ， 自 s:，s: 二 项 发 省 的 总 流量 是 1+1+2T+2 
=6， 故 

vf}= 6。 
在 收 点 t1，t:，t,， 总 收入 量 也 是 6 。 

为 了 简化 网 络 的 收 与 发 ， 往 往 假 定 再 给 一 个 总 发 点 ;和 一 
个 总 收 点 加 总 收 总 发 。 自 s 到 每 个 发 点 si 的 联 弧 ， 可 假定 其 
上 上 的 容量 都 是 2。 自 每 个 收 点 发 到 总 收 点 各 联 一 统 ， 也 假定 
其 上 的 容量 是 c。 经 过 这 样 改进 之 后 ， 原 来 的 发 点 s 与 收 点 思 
就 都 变 成 了 中 转 站 。 例 如 图 6.2 那个 网 络 ， 加 进 新 发 点 :与 
新 收 点 # 可 绘制 成 如 下 形式 《图 6.3 ) : 


£6) 忆 四 2 
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$2 流量 的 调整 


已 给 网 络 .frr = CN, .ef) ， 首 先 一 个 问题 是 在 这 个 网 络 
上 是 否 有 流 可 以 通过 ? 这 是 没有 问题 的 ， 因 为 总 可 取 f = 0， 
即 在 每 个 弧 上 ， 流 量 都 取 为 0 。 门 题 是 已 给 一 个 可 行 流 /《 满 
足 条 件 (1))， 在 这 个 网 络 上 ， 流 /7 是 否 可 以 调整 ， 意 即 是 否 
可 以 把 流 f 的 值 ， 尽 可 能 地 加 大 ， 使 这 个 运输 网 络 ， 发 挥 最 大 
作用 ， 下 面 先 举例 来 说 明 调 加 方法 ， 也 就 是 所 谓 选 代 方法 。 这 
里 用 的 是 Ford 与 Fulkerson 的 标号 方法 ， 以 图 6.4( 一 ) 所 示 
之 网 络 为 例 。 

第 一 步 : 将 发 点 标 成 ( - ，s(s) = so ) 好 像 是 某 些 地 方 运 
到 s， 其 量 没有 限制 。 自 s 出 发 找 一 条 弧 ， 辟 如 《s，x。), 其 
终点 *, 没 有 标号 。 将 x。 标 成 (s+，elxs))，s* 表 示 xs 是 自 s 
走 来 的 ， 其 中 


四 e4( 一 ) 
elxs) =min Cels), cls, Xs) 一 了 (S，Xas) )》 
在 图 6.4 (二) 中 ，e(x2) = 1， 故 x: 标 号 为 (s*，1)。 
第 二 步 : 一 般 ， 设 x 已 标号 为 Cz+，e(x) )， 而 强 (x,y) 
的 另 一 端 y 没 有 标号 , , 便 将 y 标 号 为 
xt, e(y))» 
其 中 el(y) =minCelx), crsy)— fx,y)), 
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若 x 已 标号 ， 而 ?是 弧 (》,x) 的 另 一 端 没有 标号 ， 便 将 3/ 标 
号 为 《x "，e(y) ) ， 其 中 
ev) = min (Ce(x), fy, Xx)), 


图 6.4( 二 ) 

第 三 步 ， 若 标号 到 一 项 x， 自 x 发 出 或 发 入 x 的 弧 ， 其 另 一 
谐 y 昌 都 没有 标号 ， 但 按 以 上 标 导 方法 ， 所 得 的 e(y) 都 是 0。 
此 时 ， 沿 着 这 样 的 线路 的 标号 便 位 止 ， 再 回 公 第 一 步 或 第 二 步 
另 找 途 径 。 

第 四 步 ， 设 上 面 的 标号 ， 可 以 一 直 进 行 到 t《 称 为 进行 到 
底 )， 而 1 的 标号 是 《x+，e(t) ) ， 此 时 ， 自 到 t+ 显然 有 一 条 
链 ( 或 路 ) 自 s 走 到 te。 不 过 其 中 可 能 有 些 弧 是 顺 着 s 到 # 的 总 方 
铭 的 ， 也 可 能 有 些 弧 是 逆 着 s 到 t 紫 总 方向 的 。 这 些 方向 ， 都 在 
每 个 顶 x 标 号 的 第 一 个 记号 z+ 表 示 出 来 ， 又 最 后 所 得 的 se 显 
然 是 这 条 钾 上 最 小 的 e(x)。 

第 五 步 ， 自 项 {起 ， 沿 所 得 的 那 条 链 ， 在 每 条 缠 上 几 是 标 
号 za* 的 其 流量 加 上 s(t)， 凡 是 标 z 的 减 去 e(D， 其 他 各 个 派 上 
的 流量 /不 动 。 这 最 后 一 步 ， 便 是 流量 的 调整 ， 使 在 收 点 t!， 增 
加 收 量 e( 妨 。 

例如 图 6.4 (二 )， Es, (sxXz)》，%a，(Xa， X53), Xss 
(xss 了 )， 科 显然 是 一 条 站 3 到 杂 9 笑 ,其 上 每 一 顶 均 已 标号 。 
将 最 后 的 (0 = I 加 到 每 条 弧 的 流 虽 上 ,其 他 派 上 的 流量 不 动 ， 
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便 得 一 个 新 流产 ， 其 量 增 加 1 ， 如 图 6.4 (三 ) 所 示 。 
景 后 ， 将 所 有 的 标号 球 去 ， 青 就 新 流 f'， 进 行 上 而 的 标号 
迭代 。 - 


现在 米 考察 弧 (xs,s)。s 标 号 为 (-，co)， x 标号 为 
(s，2 ) ， 在 弧 (ws, 上， 标号 为 《xs，2 ) 得 链 [s， 
xs， 门 ， 在 弧 (xs, 信 上 流量 增加 23 ， 在 弧 (xs,s) 上 流量 减 去 
2 ， 其 他 弧 上 流量 均 不 动 ， 得 新 流 总 流量 增加 2， 参 看 图 
6.4( 四 ) 。 

景 后 ， 再 就 弧 (s,x!) 来 看 ，x1 可 以 标号 为 (st，1 ) ， 
xs 可 以 标号 为 ( Y1， 1 ) ，x: 标 号 为 (x3，1 ) ， xs 标号 为 
(22，1 ) 括号 为 (xj3，1 )， 进 行 调整 得 新 网 络 图 6.4 
(五 ) 。 


[er OD 


图 6.4( 台 } 
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图 6.4( 无 ) 

在 这 个 新 网 络 凸 ， 便 已 不 能 再 利 * 出 发 ， 泪 行 标 导 选 代 ， 
迁 代 揭 到 此 为 止 ， 所 得 的 流 ， 其 流量 是 8 。 

设 已 给 网 络 .fr = [N，.ef ] ， 每 条 弧 上 的 容量 ， 都 是 非 
负 整 数 。 又 最 初 给 出 的 那个 初始 流 了 是 一 个 非 负 整数 ，# 的 
值 当然 是 一 个 非 负 整 数 。 从 土 面 所 讲 的 调整 迭代 来 磊 ，f 的 
值 ， 每 次 增加 一 个 整数 (至 少 是 1 ) 。 由 于 网 络 是 有 限 的 ， 调 
整 先 代 必 至 有 限 次 而 终止 ， 所 得 最 后 的 流 值 ， 必 将 是 一 个 整 
数 。 这 就 是 所 调 流 的 整数 性 。 


$3 极 大 流量 一 一 极 小 蕉 是 定理 


在 上 节 我 们 提 到 了 标号 选 代 方法 ， 初 始 流 f 是 任 给 的 ( 满 
是 作为 流 的 条 忻 ) ， 在 网 络 上 就 初始 流 进行 调整 迁 代 ， 其 调整 
过 程 是 各 色 各 样 的 。 虽 然 最 后 都 不 得 不 休止， 但 最 后 所 得 的 流 
值 ， 是 不 是 都 是 一 样 的 达到 极 大 ? 这 在 理论 上 并 没有 加 以 论 
证 。 

在 第 三 章 ， 我 们 曾经 讲 过 一 个 联接 图 的 初级 余 图 ， 在 网 络 
上 有 一 个 相应 的 概念 叫做 截 集 。 

在 网 络 .fr = [NN，.xf3 里 任 取 项 的 子 集 了 号 N， 其 中 包 
会 发 点 s， 不 仿 收 点 b 则 大 的 补 集 V ~ 全- 天 将 包含 收 点 
商 不 含 发 点 s。 作 .4rz 的 部 份 图 [天 ， 冯 包含 所 有 自 六 发 到 
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叉 的 弧 ， 这 个 弧 集 ， 截 断 了 自 * 到 ;的 一 切 通 路， 叫做 隔断 发 点 
5 与 收 点 :的 鹤 集 。 这 些 强 上 容量 之 和 ， 叫 做 抽 量 ， 记 作 
C(tX, XX). 
去 掉 截 集 里 所 有 的 弧 之 后 ，s 与 被 隔断 ， 所 得 网 络 便 不 能 再 
有 流 自 < 通 向 5 即 其 流 值 只 能 是 0 。 
因为 网 络 是 有 限 的 ， 其 截 集 也 是 有 限 个 的 。 因 而 在 截 集 中 
上 必 有 一 个 或 若干 个 其 截 景 极 小 ， 这 些 截 集 ， 称 为 极 小 稚 集 。 其 
鹤 量 称 为 极 小 秽 量 。 尽 管 极 小 宅 集 可 能 有 所 不 同 ， 但 极 小 裁量 
则 是 唯一 确定 的 。 
同样 ， 也 存在 不 同 的 极 大 流 ， 但 极 大 流量 则 是 唯一 确定 
的 。 于 此 ， 有 下 重要 定理 ， 
定理 6.1 〈 极 大 流量 一 极 小 玫 量 定理 ) ”在 任何 一 个 网 络 
上 ， 极 大 流量 等 于 极 小 规 量 。 
证 1。 首先 往 证 ， 对 任 一 个 自 * 发 到 :的 可 行 流 和 任 一 个 
截 集 [ 开 ， 丈 ] ， 其 中 SET，1E 序 ,天 有 
vf)=f CX, FY -fH, XY EC(X,KR), 
f 既 是 一 个 自 S 到 t 的 可 行 流 ， 了 便 应 满足 条 件 ( 1 ) 中 前 
三 个 


Fs,N)— FON,s)=v 
flxsN)-f(N,x)= 0 Xsst 
FHMN-AOND)- -vv 
将 此 三 者 对 关中 的 点 进行 求 和 ， 由 于 s E 义 ，+ GE 元， 故 
0= 了 fo0N) -了 AN = XN) -HN,X), 


但 入 = 对 U 叉 ， 代 入 上 式 , 便 有 
v=fX, XUX) -FXUX, X) 
= F(X, KI + 了 (YX KT) -FE KX) -fR, XY 
=fX, X)-f(X, XY 
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2 。 往 证 ， 有 演 / 利 截 集 [人 X， 甩 ] ,使 
f(X, X)=C CX, RY], 
f(X, X= 0 
由 条 件 (1.4) 对 任 一 个 流 /与 任 一 个 截 集 [全 ， 邓 ] 全 有 
f(X, XCC(T, RT), 
故 己 有 
F(X, XY -HX, XECCF, HF), 
能 证 全 存在 流 /与 被 集 〔 和 ， 束 ) 使 上 二 等 式 成 立 ， 则 
v=f(X, HF)=C(N, IF) 
因而 v 达 到 极 大 ,CLX， 久 ) 达 到 极 小 。 

设 f 是 一 个 极 大 流 ， 作 顶 集 X 如 次 ， 

(1 ) 首先 取 s EX。 

《 2 ) 设 xEX， 而 1《 x,y ) <e( x,y)， 顶 y 钙 其 属于 
和 

设 x%E， 而 1 yx ) 访 0 顶 y 读 命 其 属于 X。 往 证 
这 样 循环 定 出 的 顶 集 卫 ， 决 不 含 收 点 tf。 否 则 可 考虑 下 二 情况 
《 极 据 定义 ，t 可 能 属于 义 的 情况 ) ， 

《i) 著 s 到 t 直 接 有 弧 ( s,1) 有 f(s, 1) <e(s, 1)。 

则 在 这 个 纺 上 ， 加 大 f(s, 四 使 流 f 的 值 增 大 ， 这 和 f 极 大 
相 矛 盾 。 

(让) 车 s 到 + 有 链 相通 ， 其 中 有 顶 y€ 而 f(y, 1) < 
of, 区 ， 则 自 s 到 > 有 一 连 串 的 弧 ， 与 s 到 1 的 总 方向 相同 的 ， 
在 其 上 f(%1,Xs)<<e(%1,xs)， 而 其 与 s 到 i 的 总 方向 相反 的 ， 
有 f(x:,x1)> 0。 按 上 节 流 量 的 调整 方法 , 可 以 沿 着 这 条 链 ， 
加 大 f 的 值 ， 这 也 和 7 是 极 大 相 矛 盾 。 

于 是 自 极 大 流 f 定 出 截 集 《 六 ， 且 )， 其 中 

sEX, 1EX, KUN-N, 
对 于 这 样 的 截 集 ， 有 ( 据 上 截 集 的 定 法 ) : 
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yx 人 =ctx3 xCX, yER 
fly.x)= 0 XtX, yEX, 
固有 v=/ CX, XX) -f(T YX) 
= F(X, XY-C(X, X), 
但 因 总 有 eC (X,Y)。 
现 二 者 娩 相 等 ， 故 v 达 到 极 大 ， 而 C( 子 ,无 ) 是 极 
小 。 《证 毕 ) 
从 上 节 流 的 调整 ， 和 本 节 定 理 ,1 及 定理 6.1 的 证 明 过 程 
可 知 : 
任 给 网 络 . 扩 r= CN，.ef】， 首 先 总 可 找到 可 行 流 ，( 办 
总 可 取 儿 一 流 即 每 条 弧 寺 的 流量 都 取 为 0， 这 个 包 一 流 就 是 一 
个 可 行 流 ) 然后 对 这 个 可 行 流 进行 调整 ， 一 直 调 整 到 不 能 再 进 
行 调 束 为 止 ， 得 流 f。 此 时 必 将 出 现 一 种 情况 ， 即 自 发 点 ;到 
收 点 1 的 每 一 条 链 上 总 出 现 浙 (x, x ) 与 到 1 的 总 方向 同 向 ， 而 
其 f(x, x )=c (x,%)。 或 者 出 现 弧 (x ,x) 与 :到 t 的 总 方向 
相反 但 f(x ,x) = 0 。 所 有 这 样 的 点 x， 构 成 一 个 子 集 研 ， 所 
有 的 点 *， 构 成 子 集 外 ，( 万 ， 亏 ) 构成 一 个 截 集 与 最 后 所 得 
的 流 F 相应， 这 个 藏 集 [与 ， 乏 和 相应 的 流 了 只 特 竹 
f(X, XY)= CCR, KF), 


f(X, X=0. 
vf)-C (CX, X), 
故 f 是 一 个 极 大 流 。 


极 大 流量 一 极 小 截 量 定理 非常 重要 。 将 其 与 整数 性 质 联 
合 使 用 ， 可 以 解决 很 多 组 合 问题 〈 当然 也 包含 图 论 的 疝 题 在 
内 )。 

著 将 约束 条 件 改 成 [x,y) 太 f(x,y)&C(x,y), 其 中 
-ISCS -co， 则 问题 就 复杂 得 多 。 首 先是 可 行 流 的 存在 
河 题 ,然后 才 是 极 大 流 问 题 ,这 个 问题 将 在 本 章 $ 7 加 以 研究 。 
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3$ 4 极 大 流量 一 一 极 小 截 量 定理 的 笛 单 频 用 
应 用 1 运输 网 络 已 给 两 分 图 = ( 久 ， 了 Ys 无)。 将 丰 
到 7 的 联 边 改 成 自 忆 到 Y 的 弧 ， 给 出 每 条 弧 ( xi.yj ) 上 的 容 
量 cf7， 便 得 一 个 网 络 。 天 中 的 点 都 是 发 点 ， 中 的 点 都 是 收 
点 。 增 添 新 发 点 s 与 新 收 点 :， 再 自 s 联 到 民 中 的 点 ， 得 弧 ， 给 
以 适当 的 容量 ， 自 Y 中 的 点 联 到 t， 得 浙 ， 绽 以 适当 的 容量。 
这 样 便 得 网 络 CN，.wf]】 ， 如 下 图 6.5 所 示 ， 
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图 6.5 
我 们 称 这 种 网 络 为 《两 分 ) 运输 网 络 。 使 用 这 样 的 网 络 ， 可 以 
证 Kanig 一 中 gervary 定 理 ( 定理 5,4) 如 次 ， 取 
5 
和 1 Cj=c1, 2, ,1n) 
C1 = oo 
第 一 、 如 果 师 (5，xi } 上 有 流量 为 1， 通过 弧 (xt，yj) 
送 到 yj 再 通过 (yj ， 办 送 到 # 则 任何 流 7 使 从 能 再 有 流通 过 
x%i 与 yj 。 故 极 大 流 革 等 于 点 互 质 的 弧 Cxi ,yi ) 的 条 数 ， 亦 
即 极 大 流量 等 于 两 分 图 里 的 极 天 并 列 集 所 含 的 边 数 。 
第 二 、 极 小 截 集 只 能 是 (s ，xi ) 中 的 某 些 弧 与 (yi ,1 》 
中 的 菜 些 吴 ， 故 极 小 截 集 素 原来 西 分 图 中 极 修 径 集 。 
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据 定 至 6,1 便 得 多 5nig 一 Egerv6rr 定 理 。 

应 用 2 相 异 代表 系 设 有 "个 人 ， 交 叉 组 成 m 个 不 两 的 学 
术 团 体 。 要 在 这 # 个 人 中 网 出 mw 个 人 做 代表 ， 各 代表 一 个 不 同 
的 团体 ， 是 为 相 异 代表 系 。 像 第 五 章 那样 ， 作 出 代表 这 种 关系 
的 两 分 图 ， 再 作出 两 分 运输 网 络 ， 每 条 弧 给 以 容量 如 图 6.5 所 
示 。 所 有 的 发 出 弧 Cs，x? ), 其 容量 ce 《s,，xi )= 1。 所 有 
的 收入 强 (y;，+ ) ， 其 容量 也 是 c (y;,，1) = 1 表示 一 个 
团体 只 能 选取 一 个 人 收 为 代表 。 游 这 个 网 络 的 极 大 流 f， 饱 和 
所 有 的 发 出 强 《s，%i ) 《i= 1 ，2，…，m%m)， 则 恰好 每 一 
全 不 同 的 团体 ， 有 一 个 不 同 的 人 ， 做 为 它 的 代表 ， 便 得 一 个 相 
异 代 囊 系 。 据 定理 6.1, 所 有 的 发 出 弧 此 时 成 为 网 络 的 一 个 极 小 
截 集 ， 其 极 小 鹤 量 是 mm。 反之 ， 设 所 有 的 发 出 弧 是 网 络 的 一 个 
极 小 截 集 ， 则 据 定理 6.1， 必 有 极 大 流 了 ,饱和 这 个 截 集 的 每 条 
弧 。 因 而 每 个 不 同 的 团体 , 有 一 个 不 局 的 代表 。 取 8 个 团体 立 D， 
人 作 SR ， 命 六 证 XXiU …UXi 是 这 & 
个 团体 所 含 成 员 的 集合 ， 羡 一 Sk 1 Yk 将 成 为 西 分 图 的 一 个 
名 集 。 故 弧 集 《( s，XX 一 Sk ) 与 弧 焦 (Yk ， 构成 网 络 的 一 个 
截 集 。 所 有 的 发 出 弧 成 为 一 个 极 小 截 集 ， 其 充分 和 必要 条 件 便 


是 对 任 取 的 Sk 有 : 

[X-Sgl+| Yr my 
或 lSg [YkR|e (R=1, 2, ,mm) 
这 便 是 有 名 的 


定理 6.1 《M.Hall) 任 给 其 中 含 4 个 元 素 的 集 六 = { 1， 
2 ，…，#} 及 其 m 个 子 集 六 !， 广 ;，…， 节 m 这 些 子 集 有 相 异 
代表 系 的 充分 和 必要 条 件 是 

[SR LS |, CR 1 2 

其 中 Ss 是 m 个 子 集 中 任 取 的 个 地 集 ， 了 Ys 是 这 & 个 子 集 的 合 。 
符号 “| 1” 表示 集合 所 含 元 素 的 个 数 。 

应 用 3 动态 流 最 后 注 举 一 个 例 ， 说 明 极 火 流量 一 极 小 
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截 量 定理 的 应 用 。 
设 有 一 个 汽车 运行 线路 如 下 《 见 网 6.6 ) ， 
在 a,c, qd,e 各 点 均 有 汽车 存放 。 


t=3 


2 、 设 其 存放 量 分 别 为 So,Se,Sa, 

“ 4 与 So. 65 点 紧 急需 用 汽车 ， 须 从 
全 一、 ， 人 人， 这 些 点 调运 。 各 条 线路 上 的 + 值 
表示 汽车 运行 所 般 单 位 时 间 数 ， 

图 6.6 即 从 a 到 c， 汽 车 运行 ， 需 一 个 单 


位 时 间 ， 等 等 。 从 一 点 顺 线路 在 每 一 个 单位 时 间 内 所 能 运 到 
另 一 点 的 汽车 辆 数 为 Cij， 在 本 例 便 是 Coc、Coaa、Ced，、Ceb、 
Cde 与 Ceb。 再 假定 在 一 个 单位 时 间 内 每 个 点 可 以 发 出 的 汽车 
辆 数 为 bp， 在 本 例 分 别 是 po. pe. pd 与 be. 问题 是 在 7 个 单 位 时 
阅 后 ，5 处 最 多 能 收 到 多 少 辆 汽车 。 辟 如 了 = 5 ,这 个 运输 图 ， 
可 化 成 网 络 如 下 《图 6.7 ) ; 


区 6.7 
取 s 为 总 发 点 ，1 为 总 收 点 。 在 5 个 单位 时 间 后 ,1 点 上 ( 亦 即 
在 6 处 ) 所 能 收集 到 汽车 的 极 大 辆 数 便 是 这 个 网 络 的 极 大 流 。 
图 中 0: 到 4 无 弧 相 联 ， 表 示 : 在 两 个 单位 时 间 以 后 ，a 送 车 到 
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G， 需 两 个 单位 时 间 ， 再 从 d 送 到 5， 又 需 两 个 单位 时 间 ， 共 需 
6 个 单位 遇 问 ， 已 在 时 限 5 个 单位 时 间 以 外 。ocs 到 ca 无 弧 相 
联 ， 其 意义 是 一 样 的 。 

网 络 中 横行 的 缴 其 上 的 容 景 为 Po, pe,pa,pe 等 ， 下 行 的 
弧 ， 其 上 的 容量 为 Coe，…， 等 诸 b 到 i 的 弧 ， 其 上 的 容量 都 取 
为 co。 

这 个 例 训 能 有 比较 大 的 实际 意义 。 


§5 供求 定理 

设 在 一 个 交通 网 上 有 若干 个 货源 ， 和 若干 个 需要 供应 物 
资 的 销售 点 。 但 货源 处 的 供应 量 有 一 定 的 良 制 ， 要 求 供应 的 销 
售 点 ， 则 有 有 一定 的 最 低 要 求 ， 运 输 网 上 的 运输 能 力 ， 也 是 有 一 
定 的 限度 的 。 在 这 样 的 情况 下 怎样 尽 下 能 地 满足 要 求 ， 是 为 供 
求 问题 。 

设 货源 地 点 用 S 表 示 ， 销 售 地 点 《要 求 供应 的 地 点 ) 用 
表示 ， 其 他 都 是 中 转 站 ， 用 忆 表 示 。 设 每 条 张 上 ( 运输 线 ) 的 
容量 (最 大 负荷 量 ) 是 C。 在 S 里 各 点 的 最 大 供应 量 分 别 是 
al 之 0)。 在 7 里 各 点 的 最 低 害 求 重 是 b( 之 0 )。 将 运输 网 转化 
为 网 络 .4 = EN，.x3 。 和 根据 具体 情况 ， 这 样 的 网 络 在 其 
上 的 流 f 如 果 满 足 要 求 ， 便 应 满足 以 下 诸 条 件 ， 

《5.1) flexiN)-fON, a) So(x) (x€S) 


(5.2) fx,N) -flON,x)= 0 (x€ER) 
(5.3) fON, x) -fx N)2b(x) (xET) 
C5.4) [| (x, VIE A 


设 有 流 f 满 足 这 些 条 件 我 们 使 称 原 米 的 问题 是 可 行 的 ， 否 
则 称 它 为 不 可 行 的 。 
例 如 图 6.8 
S={1, 3}, T=-{7, 8}, R- {83, 4, 5，, 
6 } ， 其 上 未 定向 的 联 线 表 示 可 以 在 这 条 线 上 按 商 个 方向 
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运行 。 每 条 线 上 括号 里 的 数 是 弧 的 容量 。1 ，2 二 点 是 发 点 ， 
其 旁 的 数字 是 最 大 供应 量 。7 ， 8 二 点 是 收 点 ， 其 旁 的 数字 是 
最 低 需 求 量 。 . 

取 2 处 的 2 单位 货物 ， 全 部 供给 8， 存 8 处 至 少 尚 缺 6 个 
单位 货物 。 但 在 网 络 里 ， 能 够 运 进 2 ， 再 转运 到 8 或 直 按 运送 
到 8 的 运输 能 力 最 大 是 4 ， 不 能 满足 要 求 。 虽 然 原 估计 的 供求 
相抵 ， 但 要 求 不 能 满足 。 所 以 原 提 的 问题 是 不 可 行 的 。 按 照 图 
6,8 的 和 运送 方式 ，!1 处 尚 余 物 资 二 个 单位 运送 不 出 ， 7 处 虽 能 
满足 要 求 ，8 处 沿 缺 一 个 单位 物资 未 能 满足 。 

由 此 可 知 ， 在 这 样 的 网 络 上 要 满足 供与 求 的 要 求 ， 尚 须 满 
是 一 定 的 条 件 。 认 此， 有 下 

定理 6.3 条 件 (5,1) 一 (5.4) 是 可 行 的 ， 其 充分 和 必 
可 条 件 是 加 加 

《5.5) .607 有关 -a(SN XI ECCX, XK) 
对 每 一 立 疆 入 均 成 立 。 

证 必要 性 设 有 流 1， 满 足 条 件 (5.1) 一 (5.4), 将 

(5.3 ) 改变 不 等 式 的 方向 ， 然 后 将 (5.1)，(5.2),(5,3) 对 
”x EX 进 行 加 法 。 自 (5.1) 得 
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也 (je NIN, #)) a(SNK), 
xEXNS 
自 (5.2) 得 
ED Cx NIN, #)) =0, 
xEXNR 
自 C5.3 ) 得 
_ EM IN, ) <bTNX), 
xETNX 
将 这 些 等 式 和 不 等 式 相 加 。 
FEN) HN, RD<ctSnXZ) -6 Da， 
取 ”入 UX 代入 上 式 , 并 移 项 ， 便 得 
BTN KX) ~a(SNX)EIX, KY -IX, X), 
再 下 用 (5.4) 便 得 
BTN FY-aSNF) CR, )。 
克 分 性 ”加 进 新 发 点 :与 新 收 点 f， 联 弧 (s,5) 与 弧 C7, 直 给 


定 各 弧 的 容 黄 为 
Cc*(s,%)=a{x) x€ES 
ce*(x,t)= 0(x) xET 
co*(x,y)= cx,y) x9) EA 


这 样 恒 自 原来 的 网 络 . 人 FrCN，.]， 得 出 新 网 络 J -CN*， 
La。 
往 证 在 条 件 (5.5) 下 ,新 网 络 .Ar 将 取 (7 ,作为 一 个 极 小 截 集 。 
设 CX*, 廊 ") 是 任 一 蕉 集 ，X* 一 s= 承 ,X* 一 f= 文 ， 
于 是 本 四 
Ce(XY 一 CO (7 DD=C* K+s, K+ -CT,t) 
CKDFCH Gs, THOR RI tCs, LD) 
—C*(T,t) 
oCTN XR) ta SN XY + COX, XY-bT) 
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= 8(TNX) ta(SN XY + CX, KX) 
故 C*(7 ,六 是 新 网 络 .4 的 极 小 截 集 ， 当 且 仅 当 (5 ,5 ) 能 成 
立 。 
由 极 大 流 是 一 极 小 截 量 定理 新 网 络 ,NV 里 存在 极 大 流 
六 ， 饱 和 所 有 的 弧 (7, 芒 ， 回 到 原 网 络 . 因 z 上 求 ， 流 了 显 能 满足 
《5.2) 与 (5,.4)，f* 在 原 网 络 上 派生 流 f， 且 由 于 
alx)Pf (sy xz) = fx N)— f°(CN, x) 


= f(x, N) -HON,x) xES 
Blx) = f(x = x, N) -fCN, x) 
= fox) -CON xET 
条 件 (5.31) 与 (5.3) 也 能 满足 。 


$6 ”对 称 的 供求 定理 
定理 6.3 解 决 了 供求 问题 的 一 方面 。 可 是 我 们 还 可 以 对 供求 
问题 ， 提 出 更 高 的 要 求 ， 妈 在 供应 点 所 能 供应 的 数量 在 a(x) 与 
a’(x) 之 间 ， 假 定 其 中 0<<a(x)<ia' (x)。 面 在 销售 点 所 项 于 
站 到 的 数量 在 6(xz) 与 6'《x) 之 间 ， 其 中 OS6(*)&b' (x), 将 这 
样 运输 系统 化 成 网 络 


Nr=CN,.A), 
如 果 能 在 这 个 网 络 上 给 出 流 f， 满 足 一 切 要 求 ， 这 个 流 f 便 应 满 
足以 下 条 件 : 
(B61) alw)EfK NI- IN, Ao’ (x) x€ES 
(8,2) fx,N)-fON,x)=0 xER 
(6.3) bEFON x) — fox, NOEL’ (x) xET 
(6.4) OEF xX, II EPR, y) (XY) ER 


其 中 [1 Ob(x) Eh’ (x) 

为 了 解决 这 个 问题 ， 首 先 作 一 个 网 络 .4 富 = [CN ez 
将 原 问题 转化 为 新 闻 络 .NV 上 求 极 大 流 的 败 题 。 在 原 网 络 上 
增加 下 项 s,fa aa 并联 弧 如 雇 ， 
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自 s 到 S 中 各 顶 联 彼 (s,x)， 自 了 中 各 顶 到 + 联 弧 (x, 站 ， 自 
4 到 S 十 各 项 联 弧 (u,x)， 自 T 中 各 顶 到 ww 联 强 (x,w),， 青 联 弧 
《ft,5)，(s,w) 与 (4,f)。 除 原 有 的 各 源 上 的 容量 保持 不 变 外 ， 
新 联 各 缠 ， 给 定 容量 如 下 


图 6.9 NE = [NY, of*] 
Cls,x) =a’ {x)-a(x) xXES 


Clu,x) = a(x) xES 
Clx,t) =b’ (x)-b(x) xET 
C(x,w)= 6(x), xET 


Cut) =6(7), 
Cls,w) =a(S), | 
Cli,s) = ceo。 

所 得 新 网 络 。 便 取 4 为 发 点 ，w 为 收 点 。 往 证 

引 理 6.1 厌 网 络 有 可 行 流 f 的 充分 和 必要 条 件 是 新 网 络 

#9 = [CN* ,x "J 有 极 大 流 f*， 其 值 为 2(S) +b(T)。 

证 必要 性 设 原 网 络 .fr = [CN ,et 有 可 行 流 f。 在 新 网 

络 .4 =[CN* ,Af*3 上 作 相 应 的 流 f*， 取 

ex = fx NI)- FON,x) -ox) XES 
f° (nx) = ol%x) XES 
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fx) NX) N) -btx) xET 


va) =b(x) xET 

f(t) =b(T) 

f(s,w) =a(S) 

ft s) = FS,N)-fN,S) 

fxs) = fx, y) (HI EN 
由 于 流 f 是 网 络 .Jrr =[N ,wf) 上 的 许可 流 ， 应 有 

a Ef N) ~ TON, x) Sa’ (x) xES 
歼 SS (x) — ax) = chs, 2) 


同 更， 可 以 验证 f* 是 新 网 络 V 计 = CN*，.eg*] 上 的 许 可 
流 。 产 的 值 是 
ES feu, x) + fy,t) 
xES 


=a(S) FbT) = "(sw) + D f(x,w) 
xET 


但 弧 集 { (x,x)，xE€5S } 与 强 (w, 四 ,或 张 集 { (x,w) xET} 与 

弧 (s,w) 均 构成 新 交 络 的 截 集 ， 故 据 极 大 流量 一 极 小 裁量 定理 
V (f= a(S) +b(T) 

达到 极 大 。 

充分 性 ” 设 1* 是 新 网 络 .Y$ =[N*, .et*] 自 4 发 至 w 的 极 
大 流 。 其 值 是 aC(S)+8(T)。, 往 证 原 网 络 Yr= CN,wA] 有 可 行 
流 f。 

设 产 在 网 络 -Yrrz = [CN ,x 上 派生 流 /, 往 证 ] 必 是 可 行 的 。 
首先 f 是 一 个 流 ， 自 S 运 行 到 7，(6.2)，(6.4) 能 满足 。 其 次 当 
xES,， 有 

Fu, x) tf (sx) = Fx, N) ~ FON,x), 
但 因 vv(f*)=a(S)+b(T), 
必 有 (x) =a(x)， ES 
(353)<SSG (x%) — alx)e 
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代入 下 式 ， 乃 有 
GO 一 FOODSar(x) YES 
这 就 是 (6.1)。 
又 自 
frm tf wt) = HN x) -fx,N)y xET 
及 fx) = x), fx Eb x) bx) xET 
园 样 推 得 
Bx EFN, x) — f(x, NEP’ (x) xET 
.这 就 是 (6.3)。 
《证 毕 ) 
定理 6.4 (6.1) 一 (6.4) 能 满足 的 充分 和 必 要 条 件 是 : 
(6.5) CY,X)FbTNX) a’ SNK 
(6.6) C(X,X)ZaSNX) -6 TNX) 
对 一 切 久 三 太 均 成 立 。 
证 据 引 理 6.1, 现 在 必须 证 明 的 是 网 络 -YY = [CN et] 
上 的 极 大 流 是 cCS) + 5(T)。 为 此 须 往 证 4CS) + (7) 是 新 网 络 
的 极 小 截 量 。 设 (X”,X”) 是 新 网 络 的 任 一 截 集 ， 分 四 种 情况 进 
行 研究 ， 加 呈 加 
情况 1 SEX*,fEX", 则 XX*=4UsUXX,X*=wUtUY， 
于 是 COX*, T+) =CCaUsUX,wUtUT) 
=6(T)+ra( SN RY toa(S) ta (SN XY -a(SNX) 
+BTNX)+6 (TNX) BTX +CX, KY, 
此 时 恒 大 四 
COX*, XK) a(S) +6(T), 
情况 2 SEX*,1EX?* ,此 时 X*= GuUiUX)， 
X* -wjJsUX, 
在 CCX*, 久 *) 中 包含 C(1,s) = oo, 故 恒 有 
CX*, KY) aS) +b(T) 
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情况 3 sEX",1EX*, 此 时 人 + =wUsUiUX， 
KX*=wUX 
CX, KX*) = CuUsUIUX,wUT) 
=0(§) +a’ (SN X)-a(SNX) +a(SNR) 
+6(TNX)+CCX, XY) 
CO 各)>>a(S) +8(0T) 当 且 仅 当 
(由 于 N =X ) 
CX, IPETNT) -a (SN Fo 
情况 4 s€EX*,tE Nr, 
此 时 X*=uUX,X* = wUsUtU 芳 
CX HCHU XuUs Uy HW 
=b(T) +a(SN NX) + (TNX) 
—bTNX)+OTNX) +CX, KY 
CX*, 训 1)>al5S)+5(T) 当 且 仅 当 
COX, XYZa SNX) -6b' (TNX), 
《证 毕 ) 
#， 条 件 (6 ,3 ) 的 前 半 ， 


实际 上 ， 截 取 条 件 ( 6 。1 ) 的 后 半 
则 对 称 的 供求 河 题 ， 化 成 上 节 的 供求 问题 。 


了 (xyN) -了 RN)sSa (x) YES 

fxsN)-fN,x)= 0 xER 

fN,x) -fx,N)b(x) xET 
(x IE NT 


Of EC, y) 
再 将 原 网 络 所 给 的 方向 倒转 ， 将 了 看 成 发 点 ，S 看 成 收 点 ,看 
成 供应 量 ，a 看 成 需求 量 ， 对 称 供求 问题 另 一 半 ， 也 化 成 上 节 


的 供求 问题 ， 
CN Ny -FON,x) x€ES 
fxs N)-fN,x}= 0 xER 

xET 


fAN ,x) ~ fx N)Eb’ (x) 
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0 Ef (x, el, y) (x I) Ep 
自然 也 就 可 以 剩 用 定理 6,3 推 得 定理 6,4， 即 推 得 定理 6.4 的 那 
两 个 条 件 (6 .5) 与 (68. 6)。 


37 环流 问题 


以 上 几 节 研究 的 网 络 ， 只 几 个 特点 。 第 一 ， 网 络 上 都 是 有 
发 点 和 收 点 的 。 第 二 ,每 条 弧 (x,y) 的 容量 是 c(x,y) 之 0 ， 即 通 
过 网 络 的 流 f， 其 在 弧 (x,»). 上 的 流量 ， 必 须 满足 0 <f (x,y 》 
太 c(x,y) ， 亦 即 运输 是 不 能 超过 交通 线 的 负荷 量 。 第 三 ， 在 
发 点 与 收 点 上 给 予 一 定 的 要 求 。 因 此 ， 在 这 样 的 网 络 上 ， 可 行 
流 总 是 存在 的 ( 鼎 如 取 f  $)。 但 在 发 点 与 收 点 的 条件 ， 则 不 
一 定 能 够 达到 。 闪 此 ， 要 找 出 充分 和 必要 条 件 ， 使 要 求 能 达 
到 。 实 际 上 是 将 交通 网 的 负荷 能 力 给 予 一 定 的 改善 。 本 节 将 往 
研究 一 种 网 络 ,Vr =[N ,-e]， 在 其 上 无 所 谓 发 点 与 收 点 。 每 一 
点 都 是 中 转 点 ， 而 每 个 弧 上 的 容量 则 给 定 两 个 非 负 整数 /与 6， 
中 


0 委 I<e 
要 求 其 上 的 流 /满足 条 件 
CF) ONI-FNXD)=0 xEN 
[4 
这 就 是 所 谓 环 流 问题 。 
在 环流 网 络 上 ， 出 现 的 新 问题 是 可 行 流 是 否 存 在 。 例 如 图 
6 ,10 所 示 之 网 络 ， 
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点 *1 送 到 zx, 的 流 景 至 少 是 8 ， 而 从 x, 名 并 出 的 流 晤 , 最多 
是 2， 显 见 这 个 环流 网 络 是 不 可 行 的 ， 即 上 从 的 条 件 (7 .1 ) 
与 (7 .2 ) 是 不 能 同时 成 立 的 。 央 此 要 求 环行 两 络 .Yr 上 有 可 
行 流 ( 即 有 流 f 使 (7 .1 )55(7。2) 同 时 威 艺 )， 某 些 条 件 ， 必 
须 满 足 。 为 此 ， 先 车 新 网 络 
A = Nd?) 
如 次 ， 向原 网 络 邢 进 新 发 点 s 与 新 收 点 t， 自 3 到 NN 的 每 一 点 联 
骤 (s,x)， 自 困 的 每 一 点 到 i 联 弧 (x,) 并 在 新 网 络 的 每 条 弧 上 
给 定 容量 如 下 ， 
cy) efx,yI-Ixy) (x ENT 
ce*(s,x) HCN. x) xEN 
ce* {x,t1) = ICx, NI xEN 
新 网 络 A*z = [N ,el "J 中 是 一 个 一 般 的 网 络 ,一 个 发 点 ， 
一 个 收 点 ， 且 其 上 每 条 绰 的 容量 是 s+， 而 1* 全 为 O。 
引 理 6.2 环流 网 络 .f+ = [CN ,ez] 是 可 行 的 ， 其 充分 和 必 
要 条 忻 是 上 述 新 网 络 -fr = CN*, .td"] 有 极 大 流 1*"， 其 值 为 
yf")=ICN,N] 。 
证 必要 性 设 f 是 环流 网 络 .Vz=[N，.ef] 的 可 行 流 。 
定义 疡 为 
Fx) FEV) Ry) (xy) Er 


f(s,x) = IN, x] xEN 
fxst) mx, NY ”EN 
首先 ， 可 知 f(x,y) ce* (zy (XI EN 
其 次 Fx NY) FON*, x)= 0O xEN 
第 三 f(s NO = f(s,N) = ICN, NY 


FNYD = fCN =ICN, NI 
县 因 Cs,N? -与 EN* +, 信者 是 网 络 .NV (N*,.d") 上 的 截 
集 ， 其 截 最为 红 LN ,N]， 改 户 是 新 闻 络 .gs CN”* ,tl*3 上 的 极 
大 流 。 
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克 分 性 ”反之 设 产 是 新 网 络 .Jr (Nm ) 上 的 极 大 
流 ， 其 值 是 YY ,ww]I。 则 卢 将 侈 和 所 有 的 发 出 弧 与 所 有 的 收入 
弧 。 取 
Fx y) = f(x, y) + 1(x, yy) (x, I) EN 
应 有 [x,y)Ef x, yc, y) XW) EN 
又 在 每 一 点 XE 入 ， 有 
Fx NY x NS) f* (r,t) tx, NY 


= f(x ,Ne xEN 
了 (= FCN, x) -XEON x) 

= fCN*, x) xEN 

放 fx, NY -FON, x)= 0 xEN 


邯 # 是 环流 网 络 .rr = (NN ,ef) 上 的 可 行 流 。 
《证 闪 ) 
根据 上 述 引 理 的 论证 ,问题 乃 转 为 上 面 定 义 的 新 网 络 .4 7 
= LN*,.ed*]， 在 什么 样 的 情况 下 存在 极 次 流 1*， 取 值 u(f* ) 
=1LN, NY。 
在 新 网 络 Y “CN*, af" 中 ， 任 取 截 集 (X*， XX* 》 ,XX* 
=sUX,X*-tU 无 ， 则 
Cu(R* 下 9 
=C* (st) + Cr Cs* -+C*(X, D+tCO*(X, 天) 
=C(X, 广 ) -i(X， IHN, HK) +IX,N) 
CX RY) -XX) tIN,N) (N=: XUR) 
故 * 是 极 大 流 ， 取 值 ICN, NJ， 其 充分 和 必要 条 件 是 C*(X*， 
丈 9)PTCN,N)， 而 这 个 条 件 能 成 立 的 充分 和 必要 条 件 则 是 
CX, 天)>1 (下 ,到 )， 
于 是 得 下 
定理 6.5 环流 .人 7+ = (N,.ef) 是 可 行 的 , ( 即 (7.1) 与 
(7 部 同时 成 立 ) 其 完 分 各 要 委 件 是 
.383) C(IX,X)SLIXT,X) 
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对 一 切 了 三 和 N 均 成 立 。 

证 四。 

在 定理 6.3.6.4.6.5 中 ,都 牵涉 到 在 顶 集 六 中 什 取 子 集 久 三 
碎 ， 使 其 满足 一 定 的 条 性 。 验 证 这 些 定理 的 成 立 ， 须 浪 下 可 能 
的 多 。 明 然 由 于 图 的 有 限 性 ， 验 证 是 可 能 的 。 但 验证 的 过 程 
比较 繁杂 ， 工 作 量 是 很 大 的 。 因 此 ， 在 此 处 再 提出 本 章 一 开始 
所 使 用 的 标号 方法 来 进行 检验 ， 有 可 能 工作 量 要 少 些 。 

举 定理 6,5 的 环流 网 络 为 例 。 并 设 1，。 均 为 整 数 。 任 到 整 
函数 六。 满足 每 个 顶 上 的 平衡 方程 ( 即 整 函数 /满足 (7，1 ) ) 。 
设 f 再 能 满足 (7 , 2 )， 则 可 行 流 便 已 求 得 。 否 则 条 件 (7 .2 》 
必 在 某 些 弧 上 被 破坏 ， 或 者 出 现 f(x,y)>c(x,y)， 或 者 出 现 
fx, 9) Lx, y)o 

情况 1 f(s,)>els, 四 。 自 项 s 起 开始 标号 ， 将 s 标 导 为 
s(t,e(s)=f(s,t)-c(s,1) )， 朋 自 s 向 前 标 导 。 

(9) 设 在 标号 过 程 中 有 强 (x,y) 在 其 上 f(x,y)<c(x,y)， 
而 x 已 标号 ， 便 将 y 标 号 为 (x+,e(y) ) ， 基 由 

ely) = min( elx), clx, y) ~ fx,y) ) 

() 设 在 标号 过 程 中 ， 有 强 Cy,x) ,f(y,x) >1 (yx) ,而 x 

已 标号 ， 便 将 ?标号 为 (x ，e(y))， 其 中 

sy) =min (el(x), fy,x) -132X)) 。 
继续 如 此 进行 标号 。 则 或 者 ! 已 被 标号 ,或 者 上 述 的 标号 方法 
不 能 继续 进行 ， 而 :未 能 标号 ， 标 号 中 断 。 

在 前 一 种 情况 ， 自 s 到 ! 我 到 一 条 链 ， 链 中 各 点 均 已 标号 ， 
在 此 链 上 自 向 后 标号 中 有 “+” 号 的 ， 将 其 流量 加 上 a(), 标 
号 中 出 现 “- ”的 ， 将 相应 的 流 其 减 去 e(1)， 而 在 弧 (s,1) 上 
自 原 给 的 1(s, 四 减 去 ce， 其 他 各 弧 上 的 流量 都 维持 不 动 。 

自 弧 (s,+ ) 与 顶 s 起 进行 标号 类 代 时 ， 如 所 有 情形 都 是 中 
断 的 ， 标 号 休止。 环流 网 络 无 可 行 流 。 

情况 2 了 (gs 六 <1s: 有 。 此 时 自 厂 始 标 号 ， 尽 量 设 法 
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标号 到 s。 首 先 将 ! 标 导 为 (e+,e( 轨 )， 其 中 

elD 1s, ~ fs.), 
自 f 向 前 标号 ， 其 标 导 规 则 与 情况 1 问 。 或 者 s 已 得 标号 ， 或 者 
s 未 得 标号 ， 而 标号 中 断 ， 不 能 前 进 。 在 前 一 情况 ， 自 + 到 s 找 
到 了 一 条 链 ， 在 这 条 链 上 ， 标 导 中 有 “+?” 的 加 上 ss)， 有 
“一 ”的 减 去 els)， 并 将 /(s, 四 加 上 els)， 其 他 各 弧 上 的 流量 
都 保持 不 动 。 

设 自 起 进行 标号 ， 所 有 的 情况 都 是 中 断 的 ， 则 环 流 网 络 
没有 可 行 流 。 

在 两 种 情况 中 ， 车 标号 远 代 都 是 可 以 进行 到 底 的 ， 且 若 最 
后 还 有 (7 了. 4) 被 破坏 的 铺 况 ， 继 续 按 上 法 进行 。 最 后 总 可 决 
定 环流 或 者 是 可 行 的 ， 或 者 是 不 训 行 的。 这 可 论证 如 次 ， 在 上 
面 标号 兴 代 的 行进 中 ， 设 出 现 标号 中 止 的 情况 。 举 情况 1 为 
人 蚀 ， 必 有 某 些 天 x 已 被 标号 ， 其 中 包括 s， 还 有 许多 人 硕 x 未 被 标 
号 ， 其 中 包含 于 是 得 截 集 [ 半 ,XX]。 据 标号 方法 , 知 在 CX,，X] 
的 任 一 强 (x,x ) 上 ， 旷 有 f(x,x) 字 c(x,x)， 而 在 缴 (x，x) 上 
有 f(x 区 < x,x)， 但 至 少 存在 红 (s,f) 、 在 其 上 fs, 
之 c (s, t)， 原 设 流 f 是 满足 所 有 平衡 方程 的 《 即 满足 条 件 (7。 
1))， 故 有 

OsfX,X) -fH, XI>CE, KY IX,X), 
或 CX, KY- IX, AD<O， 
这 和 条 件 ( 7 ,3 ) 矛 历 。 因 而 知 标 号 中 断 情况 ， 确 表示 环 流 网 
络 是 不 可 行 的 。 

同 理 可 证 情况 2 的 中 断 情 况 ， 也 表示 环流 网 络 是 不 可 行 
的 。 

现在 再 同 过 来 研究 本 章 一 开始 所 提出 的 那个 问题 ; 

已 给 网 络 .Yr = (N' ，-oz' )，:5 征 其 发 点 ， 上 是 其 收 点 。 要 
求 在 其 上 寻求 极 大 流 ， 除 满足 条 件 (1 .1),(1.3), (1.8) 
外 再 满足 条 件 
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C1.) Hx yal (x yes yy), (ELYr 
中 0 Ito0。 

瑞 加 弧 (1,s)， 于 其 上 给 定 1(1,3) = 0 ，clt,s) = co， 则 原 
给 网 络 . 人 Vf = (Wet ) 变 成 一 个 环流 网 络 .Vs = (CN eg )。 
据 定理 6.5， 便 有 下 

推理 6.5。 网 络 .4 = CN ,ez ] ,在 其 弧 上 给 定 表 数 ! 与 
ct! 0 Ic +co， 这 个 网 络 .44 有 流 f 满 足 条 件 

C11) fls, Ny-fON, s) = 

(1.2) flx, N) -ICN, %)=0 EN- {s, ti 

(1.3) fCON, 1) -Ch Ny-v 

{1.4) I(x, y)EI C(x, y) Ee (x, yy) 


(xy，2 ) EN 
其 充分 和 必要 条 传 是 加 
CX, KX) PI(X, KX) 
对 一 切 久 CN 均 成 立 。 


网 络 Y9= (NN'，wet') 若是 可 行 的 ， 即 车 有 许可 流 f， 
v( 有 ) 便 是 环流 网 络 Y$ = CN"， ud*] 张 《(t，s) 上 的 流 
量 f (1,，s) 。 据 网 络 .Y 的 约束 条 件 ， 有 D0 所 ff (1, s)= 
Uooo 

同样 ， 可 自 许 可 流 f 起 进行 Ford 与 Fulkersen 的 标号 选 
伐 ,不 断 加 大 《了 ) ， 最 后 得 


maxv (fy =min CC (X, yi(X, KX)) 
mi 


中 (CX, 玉 ) 是 网 络 .rt =- (CN ， -的 一 个 截 集 ， 
sEX，tE 汪 ，C( 久 ， 下 ) - 1(X，X) 吓 相应 的 截 量 。 极 大 
流量 -及 小 截 量 定理 同样 成 立 。 

在 这 里 1 配 c 所 在 的 范围 还 可 以 推广 为 


-ol +t 


以 上 这 些 结果 ， 同 祥 成 立 。 
$88 环流 与 势 差 


本 节 使 用 的 数 域 可 以 是 实数 域 。 为 了 保持 吝 数 性 ， 取 数 域 
为 整数 环 。 

设 在 上 节 环 流 网 络 里 ， 将 第 二 组 约束 条 件 去 掉 ， 问 题 变 为 
在 有 向 图 @:-〈 邢 ，U ) 的 弧 组 上， 定义 整 函数 了 (x，? )， 
使 其 满足 条 件 ; 

(8.1) FOCX, x) -flx, X=0 xEX 

流 f 称 为 环流 f， 在 每 个 项 满足 平衡 条 件 。 设 G 共 含 m 条 
弧 ， 将 每 条 缉 编 号 ， 环 流 便 成 一 个 mr 维 向 量 ， 称 为 环流 向 量 ， 
记 为 p=〈91，…，gm ) 。 易 见 所 有 这 样 的 环 流 向量， 构成 
一 个 m 维 向 量子 空间 ， 称 为 环流 空间 .又 易 见 每 个 初级 圈 # 是 一 
个 环流 向 量 〈 在 x 上 定 一 个 总 方向 ,然后 按 各 强 的 方向 取 
望 = + 或 - 1 ， 其 他 皆 取 为 0。) , 仍 记 为 &。 将 G 看 成 是 一 个 
所 网络 ,环流 的 量 便 是 在 这 个 网 络 上 运行 的 电流 。 

车 在 弧 组 U 上 再 定义 整 函 数 9， 每 个 整 函 数 9， 同 样 定义 一 
个 mm 维 向 量 : 

G= (C0, bs, ba》 

车 向 量 9 满 足 条 件 


(C8.2) Cp 9) = Dud.=0 
i 

对 一 切 轿 & 均 成 立 ， 则 6 称 为 势 问 。 其 元 素 怕 成 mr 维 向 量 ， 称 为 
势 赣 向量 。 品 样 ， 所 有 这 样 的 势 准 向 量 构 成 一 个 fa 维 应 量子 空 
间 ， 称 为 势 差 空间 。 义 易 见 每 个 初级 余 圈 赴 一 个 势 差 记 量 ， 即 
[A，4] 里 , 在 (A，4) 弧 上 , 取 如 =+ 1 在 (4， 
所) 弧 上 取 人 ;= - 工 其 他 皆 取 为 0 ， 这 样 的 势 芝 向 量 显 能 满 
足 条件 《8.2，，《 见 第 三 章 ) 。 

设 图 @= 《证 ，U ) 的 一 个 跨 顶 树 是 了 ， 与 了 相应 的 ， 有 
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吉 -n+p 个 独立 的 初级 圈 和 np 个 独 亲 的 初级 余震 。 环 注 空 间 
取 这 些 初 级 闭 为 底 ， 势 益 空 间 取 这 些 初级 余 图 为 底 。 这 两 个 向 
量 空间 的 维 分 别 为 m: -n+p 与 +-p， 且 相互 正 交 。 所 有 这 些 在 
第 三 章 已 加 论述 ， 这 里 就 不 再 重复 了 (可 参看 C。 Berge : 
Graph and Hypergraph 第 五 章 。) 。 

环 浏 向量， 若 再 满足 上 节 所 讲 的 环 流 网 络 上 的 第 二 组 条 
忻 ， 又 在 图 里 ， 取 一 特定 狐 ， 定 为 第 一 弧 4;。 如 上 节 论述 的 
那样 ， 第 一 、 须 解决 环流 存在 的 问题 ， 第 二 、 如 环流 存在 ， 可 
以 寻求 强 #: 上 的 极 大 俏 。 

对 于 势 差 ， 有 同样 的 问题 。 即 在 每 个 弧 记 上 给 定 二 数 
与 i，(~ 中 1 二 ci; 世 +00) ,要求 确定 势 差 向 盟 
98= (91, 9,,，…，9m ) ， 除 能 满足 条 件 (8.2 ) 之 外 ， 再 满 
足 条 件 

(8.3) - ol: COSe, C+oo。 

因此 ， 关 于 势 差 ， 就 也 必须 解决 两 个 问题 。 第 一 是 存在 问 
题 ， 第 二 是 图 里 某 个 特定 弧 4, 上 的 极 大 势 差 景 问题 。 

定理 6.6 问 基 0=〈8，g，…，gr )》 是 一 个 势 差 ， 其 
充分 和 必要 条 人 性 是 : 

在 玩 集 儿 ， 存在 函数 i(x) ， 使 在 每 个 弧 w= (a,，b) 上 
有 0,=t(6) 一 t (0)。 

证 充分 性 设 9= 《91,，9,，…，8m ) 是 申 1(x) 所 确 
定 的 身 量 。 若 4= (iis，…，f) 是 任 一 圈 ， 其 中 表 
示 第 个 强 ,4i= 土 1, 给 4 以 总 方向 之 后 ， 设 其 项 点 依次 为 a， 
6，…，z， 则 

Wid = (6) - to) 


Ls Os, = (ce) -1B) 


i2 i 


p00 :ta) -1(2) 


EE 
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两 边 相 加 便 有 
Cu, = 0 
这 就 证 明了 8= 《98,，69,，…，fm ) 是 一 个 势 美 向 是 。 
必要 性 设 6= (9，9:，… gm ) 是 一 个 势 差 向 量 。 
可 按 下 面 的 办 法 ， 将 C 的 顶 标 号 ， 并 给 以 相应 的 函数 值 。 

(1) 任 取 一 顶 作为 Ye, 将 其 标号 ， 并 取 #(xzo) = 0， 

{2) 设 巴 x 已 标号 ， 有 弧 1= (x，y ) ， 而 y 未 标号 、 

取 (Cy) =1(x) + 
并 将 y 标 号 。 

车 有 弧 i=《y，x ) ， 则 取 1(y) =1(x) - 0; 并 将 y 标号 。 
按照 这 个 办 法 ， 只 要 图 是 联接 的 《 否则 可 分 别 考虑 其 联接 的 分 
于 图 ) ， 每 个 项 将 得 到 标号 ， 并 得 到 其 函数 值 1(*)。 

以 下 往 证 (x) 的 全 是 叭 一 确定 的 。 设 1(x) 的 确定 是 自 x。 
遵 勿 两 条 不 同 的 链 睛 :与 必得 到 的 ， 且 其 二 值 

pl, ODE, OD, 
则 pp 0, 
但 &!1 ~ 是 一 个 峰 ， 这 与 0 是 势 共 相 耶 盾 。 
《证 毕 》 
据 这 个 定理 也 可 以 推 知 ， 每 一 余 图 是 一 个 势 差 。 因 车 
[ 义 ，X] 是 一 余 圈 取 
{0 xEX 
1(x) = | 一 
\1 当 x 所 六 
便 得 势 差 9; g (x，x ) = 1，g( 2 xx) = 1 其 他 的 弧 上 
9 取 值 0 。 

从 这 个 定理 , 也 可 以 理解 势 芝 的 含义 。 在 有 向 图 G- (XX， 
U ) 上 ， 设 每 个 项 有 一 个 位 势 ， 呈 着 每 条 弧 便 自然 产生 了 位 势 
之 其 。 

以 下 将 往 解 决 关 于 势 差 所 提出 来 的 填 两 个 问题; 
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第 一 ， 许 可 势 差 的 存在 问题 。 第 二 ， 图 G 里 某 一 特定 弧 
bi 上 极 次 势 差 量 问 题 。 
对 许可 势 差 的 存在 问题 ， 我 们 先 给 出 一 个 必要 条 件 ， 即 
避 理 6.3 许可 势 差 存在 的 必要 条 件 是 对 每 个 较 上 有 : 
Bl- Bei<0,。 
a a 
证 如 果 势 差 9 存 在 ， 则 对 一 切 轿 4 均 有 
0= C4 Dh, D-H 
= BO- DoDIli- Seio 
0) 
这 个 条 件 也 是 充分 的 。 为 了 说 明 这 一 点， 先 论述 J。C 
Herz [.967] 的 标号 选 代 方 法 。 
任 猎 势 差 
0= C0, Os, 1 bm)， 
这 个 势 兰 下 一 定 是 许可 的 ， 即 条 侍 (8.3) 不 一 定 能 满足 。 
再 erz 的 去 代 方 法 ， 给 出 了 如 何 判断 决定 ， 并 如 何 对 8 进行 册 
整 的 方法， 
定 % 18 ML Sh Sei 
d(01) = :lt -A 当 6 <h 
105 -oc Ed 


人 
d(0) = Dd )> 0 


:=1 
显 见 势 是 许可 的 ， 当 己 仅 当 
d(0)= 0。 
若 69) 之 4 ， 则 或 者 出 现 某 些 6; < 有 ， 或 某 些 0 cs 
情 :1” 设 有 强 1= 《1t，s ) ， 在 其 上 8, <<。 
将 站 各 弧 编 号 之 后 进行 如 下 的 标 导 : 
第 步 ， 将 5 标号 为 + 1。 
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第 二 步 ， 设 顶 x 已 标号 ， 弧 i=《%，y ) ， 而 y 未 标号 ，& 
入 二 Ji ， 将 ?标号 为 + i。 

设 顶 x 已 标号 ， 弧 i=(y，x ) ， 而 y 未 标号 , 且 0i >c，， 
将 ?标号 为 -io 

尽 可 能 将 项 点 如 此 标号 之 后 ， 又 将 出 现 丙种 情况 。 第 一 种 
情况 是 ，“ 弧 1 的 起 点 t 不 能 标号 ” 则 在 图 各 上 已 标号 的 顶 集 
可 记 为 4，43 sy 来 标 叶 的 顶 集 记 为 4,，A3 +t。 


图 6.14 


[4， 成 一 余 图 。 取 
0 =6- (A, A)。 
首先 ， 由 于 ( 4，A4) 是 一 余 圈 ，9/ 将 仍 是 一 个 势 差 , 其 次 由 
于 弧 i= 《x，*)，% 已 标号， 六 不 能 标号, 故 必 有 8 > 请 。 
同 理 ， 在 红 j=《y，》) 上 ， 必 有 6b，<-ei ， 于 是 
dO Ed 1 
假使 这 个 选 代 方 法 ， 可 以 继续 进行 ， 则 最 后 府 导致 
dd(8') =- 0 ， 而 凡 是 一 个 许可 势 蔗 。 
假使 在 上 而 的 选 代 过 程 中 ，+ 可 以 标号 ， 则 所 有 于 号 的 
顶 将 构成 一 个 链 y= [s，x1，x1，…s%。， 二 ,在 这 个 中 ,每 
个 顶 均 由 其 前 而 的 项 而 得 到 标号 。 而 且 ， 标 号 为 “+” 曾 ， 指 
明 其 前 而 的 弧 上 有 9; 志 fi ， 这 种 弧 属于 w*， 标 号 关 (-?” 
者 ,指明 其 前 面 的 弧 上 有 ;0; 之 c， ,这 种 弧 属于 v- .而 » (1,s) 
则 构成 一 个 独 x。 由 于 在 《 t，s ) 上 有 91<1,， 故 得 : 
0=C HD= To -HoH -Heo 
LE 下 和 
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由 前 述 引 理 知 ， 此 时 有 向 图 @ = ( 义 ，U) 上 不 存在 许可 势 差 。 
情况 8 车 存 在 弧 (t+，s ) 取 为 狐 “1”, 但 91>c1， 此 
时 可 按 上 法 ， 同 样 进行 标号 选 代 。 
定理 i.7 已 给 有 向 图 G= 《天 ，U ) ， 在 其 每 一 弧 i 上 ， 
给 定 二 数 ; 与 ci ， 
-oo&li oi +, 
则 序 在 许 5 势 差 9= (6,，0,，…，0m ) 的 充分 和 必要 条 件 是 
对 每 一 国 4 有 
(84) Dei -Dli>0, 
ia Tar 
证 必要 性 已 在 前 述 引 理 中 得 到 证 明 。 
又 据 Hez 的 近代 方法 ， 当 (8.4 ) 成 立 ， 先 代 调 整 ， 最 后 总 可 
得 势 差 6， 使 4 (9’)= 0。 
《证 毕 ) 
定 匠 .8 已 给 有 向 图 6G =( 瑟 ，U ) ， 在 其 每 一 弧 i 上 给 
定 二 数 !#ic，， 
-li oi <+co 
且 许 可 久 是 存在 的 。 则 在 茶 一 因 定 弧 “1” 上 ， 其 极 大 势 差 
是 


maxbi=min( Bei - Dl )。 

hu iu + 

《ieut) i 

证 (4) 设 9 是 一 个 许可 势 差 。 对 一 切 含 强 “1”， 且 取 
缴 “1 的 方向 为 总 方向 的 图 有 
0=《 = BUtrSl -Tn 
1 ia iEn™ 
i 


Ph+ Dl- Be 
iGau+ ieur 
i 志 1 


Ea OE- Sr 
ai 
[二 
对 一 切 含 弧 “1 的 坪 / 均 成 立 。 
《2 ) 设 弧 1 = (1，s). 按 上 标号 方法 ， 自 项 s 起 际 号 的 顶 
集 取 为 4，sE 4, 未 标号 的 项 集 记 为 4'+E 4， 在 (4， 有 ) 的 
弧 (x，%) 上 将 有 0: >1i ， 而 在 弧 (x，*). 上 将 郑 :<ei , 鼓 
8 =08-( A， 有 4) 仍 是 一 个 许可 势 差 。 但 在 此 十 ，917= 
91+1 已 加 大 。 就 9 重复 标号 ， 不 断 加 大 9 ,并 改 变革 些 9; 的 
值 。i 与 ci 均 是 有 限 的 ,最 后 必 将 出 现下 列 情况 , 妈 { 能 标号 ， 
得 天 
有 = [Ss, Xs Xa, Xi 四 5] 
应 有 
0=《 人 及 =g+ 了 0 了 6 
1p ea 
i 1 
=0+ Hh- Deo 


iEpar Ea 
了 


或 = Do -Sl 
En Gu 
i 1 


比较 上 不 等 式 ， 知 9: 已 达到 极 大 。 


习 三 


工 ， 对 下 面 的 称 个 网 络 ， 今 别 求 出 其 折 有 可 能 的 流 和 最 火 说。《 括 的 数字 
岁 示 容重， 下 同 。 ) 


5 


GE 
(=) 

充分 必要 条 件 是 什么 ? 

3 、 用 标号 法 求 下 列 网 络 的 最 大 流 ; 


4 ， 斌 证明: 在 任 一 网 络 + 一 ( 信 ，g ; 中， 对 任 一 个 顶 集 久 呈 以 , 任 一 个 
荡 f 恒 有 ; 


BS Fx WITHN, 1) FOX KI KY, 
xEX 


举例 涪 明 ， 一般， 了 (x, N)f(X, 总) 
xET 
及 BON, ws)sFOX X). 
xEX 


5 。 在 图 江 的 网 络 中 ，( 1 ) 确定 所 有 的 截 。( 2 ?内 出 晤 小 截 的 截 重 ， 
《 3 ) 证 明 所 给 的 流 为 最 大 疯 。 


6 . 试 证 明 , 如果 (XX, 义 ) 与 (了 ,，Y ) 都 基 网 络 y 中 的 最 小 芍 ， 则 
(XUY， XUY ) 与 (MY ，XNY ) 也 都 县 最 小 截 。 


137 


第 5 题 图 


T . 对 下 列 各 运输 网 络 分 别 求 出 其 极 大 法 及 极 小 


8 ， 试 说 明 ， 在 一 个 运输 网 络 中 ， 沪 以 得 各 一 条 由 发 点 到 收 点 :的 有 向 路 
中 都 至 少 含有 一 条 江 (sy ) 使 ( x。 2 ) =6《 x，y) : 即 引 《x，y) 是 他 和 
的 ， 并 不 能 保证 /为 最 大 流 。 

9 ， 设 有 限 集 X 有 一 个 划分 4 1 41，A2， “A ， 又 gm TB 
Bs 。 “ ， 归 ,上 是 下 的 一 个 子 业 徐 的 且 具 有 性 质 ，4 中 任意 个 集 台 的 并 至 多 
含有 中 个 集合 的 并 供 , 于 = 1，2，*…，# 均 成 立 。 则 存在 一 个 下 标 继 庙 ， 
认 ， im 使 An 如 p 寺 4jp 一 1，2，~…，m 鬼 成立 。 

10. 考 虐 网 络 x 二 坟 。 4 】， 基 中 每 一 点 4 均 伴 隧 一 个 非 负 整数 m《 x) 。 
说 明 如 何 修改 网 络 并 使 用 标号 法 来 求 出 注 足 ， 对 所 有 xE 几 一 和 s+} 部 有 有 

FON, x) sm( x) 
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咸 立 的 最 大 海关。 

11. 考 弄 网 络 Y 一 【 入 ，4 】， 其 中 短 一 条 弧 { x，y ) 上 部 对 应 一 对 曾 数 : 
b(x yy) 及 c (x，y) 且 (0 三 b (x，y ) ef(x，2)。 设 原 有 一 个 流 了 满足 对 
一 切 强 (x，2 )》: (zx yy) 一 f(X ye(x 3)， 试 修改 标号 法 以 求 出 
满足 上 述 约 过 条 件 的 极 大 党 。 又 ;存在 一 个 沛 7 疯 足 上 述 约 束 条 件 的 充分 必 取 条 件 
是 什么 ? Ld 

12, 设 已 知 一 个 两 分 图 G6 一 《X,Y; E>》, 试 利用 供求 定 加 导出 ( 1 》 
在 6G 中 存在 一 个 极 大 并 列 集 使 关中 每 点 均 与 闪 列 集中 某 条 边 相关 联 的 条 梓 、 

( 2 ) 在 G 中 存在 一 个 极 大 并 列 集 使 中 每 点 均 与 并 列 集中 某 条 边 相关 联 的 条 
件 。 

13. 设 有 ~. 个 运输 网 络 rr<- ( N，4 )， 对 它 所 提出 的 供求 问题 是 可 行 
的 。 试 扒 壕 一 个 算法 以 求 出 满足 所 有 需求 的 最 大 流 f。 

于 。 极 小 流 问 题 。 设 已 知 一 个 网 络 wT 一 【人 ,4 )， 其 上 每 条 强 ( x,y》 
对 应 的 函数 c( x，» ) 的 人 为 已 知 ， 欲 来 出 一 个 流 f 使 之 满足 条 件 ; 

DH WBN sm BION, -Tr N) = 
YE5S xES xeT eT 
fz NIFCIN, x)=0 x€ER, 
f(x 3)=c(x，y) 对 所 有 弘 (x,， y)Ex 
且 使 y 计 到 极 小 。 试 描述 一 个 算法 。 

15 对 下 图 示 之 网 络 求 出 一 个 如 上 一 题 所 述 之 极 小 沈 。 进 一 步 回 答 下 本 人 癌 题 ， 
如 已 知 一 个 无 弘 立 点 的 二 分 图 G ( 汪 ， 了 上) ， 求 出 边 集 B 的 一 个 子 集 上 1 使 G 
中 任 一 点 均 至少 与 二 :中 一 条 边 相关 联 ， 已 中 至 少 应 有 多 少 边 ? 


16 ”对 下 图 示 之 网 络 求 出 一 个 最 大 法 了 使 之 满足 条 件 :对 一 切 xEN 一 5 
均 有 7 (入 ，x ) 二 m 《( x)，w( x ) 的 值 已 环 在 各 个 顶点 上 ， 假 定 每 条 级 的 容量 
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都 是 无 穷 、 


‘5) 


7. 下 图 示 之 网 络 中 弧 上 的 数字 为 (b ( x，y ) ，c《 x，» ) )， 是 亚 任 在 江 
足 条 件 b Cx， ) 三 1 #，y ) cf x，y ) 的 流 1? 如 不 在 在 ， 则 品 明 其 了 出 ; 
如 虹 存 在 ， 则 求 出 满足 此 约束 条 件 的 极 大 流 。 


【二 ) 


， 38 试 对 下 图 示 之 网 络 世 出 供求 问题 的 一 个 级 大 流 的 解 . 
之 算法 ) 


用 由 13 题 所 得 


xf i 
人 人 
本 me 所 

ec 站 和 

oo 
5 {= ) 了 


19， 设 已 知之 运输 网 络 + 二 【 入， 有 4) 是 平 玉 的 ， 朗 其 有 向 图 可 以 画 在 平 商 

二 又 不 由 交 又 ， 利 用 平 囊 镍 , 试 描述 一 个 在 平 徊 网 络 鞋 求 最 大 况 的 算法 ， 

并 证 明 其 正确 性 . 
20， 利 用 上 题 所 得 之 算 添 在 下 图 示 之 平 向 网 络 上 求 出 一 个 最 大 流 。 
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21, 设 已 知 一 个 网 络 Y=【 入 ，.4 ] ， 要 在 + 上 求 出 一 个 流 / 使 滑 足 条 件 : 
aCr)sf(x, N)-I(N, x)sa(x) xES 


fx, N)-I(N, x)=0 xER 
bYISICN, yy-f(y, No) veT 
Naf(x. y)Ee (x, y) 《xy ea 


为 解决 筷 行 注 # 的 存在 性 ， 我 们 在 二 使 下 述 方式 构造 ~ 个 新 网 络 六 一 ( 下" 
Us， 在 4 之 外 再 补充 有 向 缴 如 下 自 4 向 S 中 各 点 联 
虱 (#，x)， 官 s 中 各 点 向 s 联 弧 ( x，s ) ， 诊 了 中 各 点 向 岂 连 续 ( y，w); 自 ， 
向 了 中 各 点 联 明 (t，y ) ， 再 连 强 (1，s) ，(s, ww )，(4， +)， 除 原 有 强 的 
容量 不 变 之 处， 新 增 名 琉 的 窑 节 如 下 ; 
cfu 2%)=ar(x), xE8; elx, s)=a'(x)~o(x), x€5: 
ey, Ww)=6{y), yET, elt, y)=b (9) hy), yeET; 
cu t)=b (CT), els, w)=a'(S), c(t, ss)=00 
在 癌 由 以 4 为 发 刘 ， 以 ww 为 收 点 ， 试 汪 明 ，* 中 存 丰 可 行 流 1 当 且 仅 当 wx" 中 有 值 
为 0 (5 +b (了 ) 的 极 大 流 存 在 
22、 利 用 上 题 结论 证 明定 理 6 4。 
23， 设 已 知 一 个 环流 网 络 * 一 NY，4 )】、 信 每 
1，c， 其 中 0 三 /三 c。 在 此 网 洛 中 球 (t 5), 
网 络 **, 一 ( 入、4" )， 订 把 它 看 成 是 以 s 为 发 点 ，[ 


上 上 均 已 给 出 两 个 非 负 整 数 
去 (ts ) 产后 得 一 新 
点 的 运输 网 络 ， 其 上 


1s, t} 有 fF (x, N)-I(N, x)=0, 
对 一 绍 强 (x ye 一 (SCxz yf yes y). 
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只 TH ss 六) 一 六 到) 下) 一 Ci N-s)y 
fi )， 
试用 证 明定 更 6.1 的 方法 由 此 导出 厌 环 党 网 络 为 可 行 的 必要 条 件 是 对 一切 三 六 
有 ce (X, XK) (X, X). 
24， 在 下 歹 图 中 ， 其 一 部 分 江上 给 出 了 落 数 六 x，y ) 的 第 。 试 将 它们 扩充 
为 该 网 络 上 的 环流 。 


【一 ) 
35. 设 G 一 (大 ， 避 ) 为 联结 的 有 向 图 ，T 了 <( 针 六) 为 其 路 项 树 。 将 世 一 及 
中 的 度 分 别 记 为 1，2，…，,R 且 在 共 上 对 应 地 给 出 整 函数 了 的 人 为 六 ， 
f2，“ ， 执 ， 与 这 些 缴 相应 的 初级 图 分 别 记 为 pl，u2…， 8 ， 试 证明: 由 
有 ，fa，…，f 唯一 地 决定 出 环流 1, 且 f=f ip1+ fsp2 二 ttfp ck 
28。 在 下 列 图 中 的 一 部 分 弧 上 标 出 bx，2y) 的 信 ， 试 将 它们 扩充 为 
该 网 络 上 的 势 益 。 而 且 求 出 各 项 点 的 一 个 势 。 


27， 设 G=( 义 ,UU ) 是 联结 的 有 问 较 ， 了 =《 评 ,区 ) 为 其 跨 顶 树 ， 将 中 
的 弛 编号 为 1，2，…, 1!， 相 应 约 初 级 余 习 记 为 w4,， we ，…， 中 1 、 在 愉 
中 的 红 上 设 已 给 出 函数 0 ( x，y)】 的 值 沟 作 ,92，…,，91。 试 证 明 由 91， 
92 ，…， 昌 唯一 地 决定 出 势 差 8( x，y ) ,而 二 

Betwit lowst th 

28， 设 联结 有 向 图 如 一 ( XX，U') 含 m 条 这 ， 所 次 定 的 环 流 空间 记 为 中 ， 势 痊 
室 间 记 为 @。 斌 证 明 ，- ' 个 相继 向 遇 区 一 (9 ，…， 区 ) 人 中 ， 当 县 仅 当 风 与 
-一 个 加 维 启 量 96 一 { 81, 69，…， gw ) E88， 当 且 仅 当 


第 七 章 网络 流 理论 在 图 论 上 的 应 用 


《有 已 知 平 次 的 图 的 存在 性 》 


$1 风格 尔 定 理 


网 络 流 理 论 , 特 别 是 其 核心 定理 极 大 流量 一 极 小 截 量 定理 ， 
在 组 全 数学 里 ( 当然 也 包含 图 论 ) 有 极其 丰富 的 应 用 。 本 章 除 
本 节 讲 暴 格 尔 定理 外 ， 主 要 讲 利用 网 络 流 理 论 ， 来 证 明 一 些 特 
殊 图 的 存在 性 。 其 他 应 用 ， 好 在 适当 的 地 方 ， 予 以 闸 骨 。 

定理 ?7.1 《〈 烧 格 尔 定理 C1927) ) 在 有 向 图 G = 《多 ,，U 》 
上 ， 任 二 点 s 与 :之 间 弧 互 质 的 通路 的 极 大 个 数 , 等 于 截断 = 与 的 
极 少 弧 数 。 

证 (1 ) 在 图 G 上 取 s 为 发 点 ，t 为 收 点 ， 并 命 其 上 的 弧 的 
容量 统统 为 1 ， 得 网 络 .frz = [Yi ue ]。 设 f* 是 其 极 大 流 ， 据 
条 件 (1,1) 一 (1.4)， 有 

户 (s N)-f*(N, s) = 六 


Fa x%)=0 Xs,t 
ft NY -FON, 1)=-y" 
f*Cx,y)= 1 (x,y) ENr 


披 整 数 性 定理 ， 极 大 流 f* 的 值 是 非 灸 整数 ， 设 为 y? (y* 之 0 )。 
自 ! 到 s 作 v* 条 独立 的 弧 《1,3 ) ， 并 命 其 容量 都 是 1。 去掉 网 络 
里 f* (x,y》= 0 的 那些 孤 ， 新 得 的 有 向 图 G*" = (XX,U" )。 
格 具 性 质 


djae(x) = der(x), 
其 中 包括 s 与 在 内 。 据 第 三 章 定 理 3,1 的 推理 3,1e 图 G* 是 一 个 
尤 拉 回路 。 故 在 G* 里 至 少 大 在 * 个 自 s 到 的 有 向 路 ， 映 这 些 路 
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是 弧 互 质 的 。 因 而 在原 图 里 ， 也 至 少 存在 六 个 自 s 到 # 的 弧 互 
时 的 路 。 

《2 ) 设 在 图 = 义 ,U) 里 自 s 到 1 的 弧 互 质 的 路 极 大 个 数 

是 m， 据 上 面 的 论证 ， 可 丢 
极 大 流量 v*<&m。 

但 图 G 妍 有 m 条 弧 互 质 的 路 , 自 * 通 向 #， 任 一 流 f ,饱和 网 络 
V7r 里 这 些 路 上 的 弧 ， 其 他 张 ，f 取 流 重 为 0, 则 了 的 总 流量 
v= 坟 。 故 当 f* 是 极 大 流 时 ， 便 应 有 

yy = 1 
综合 二 者 ， 乃 有 
p= 

( 8 ) 设 在 图 G 上 截断 所 有 自 s 通 向 的 极 少 弧 数 为 r。 命 这 些 
红 所 成 的 集 为 S$， 即 |S1 = r。 在 网 络 信 z 里 ， 去 掉 这 些 强 ， 并 
命 自 * 起 可 以 有 路 到 达 的 项 的 集 台 为 4，43s。 无 路 可 以 到 达 
的 项 的 集合 为 4，4 3 15 4, 4] 成 一 截 集 , 其 截 量 是 1s | = n。 
设 

KK*=( 4*，A* ) 是 网 络 .Jr 的 极 小 截 集 ， 显 见 极 小城 
量 [KI <&n, 

攻 * 截 断 s 到 ! 的 一 切 通 路 ， 而 | st 是 最 小 的 ， 故 又 有 
IK*|>n。 
综合 二 者 ， 乃 有 
极 小 截 量 [K*| = ze 
据 极 大 流量 一 极 小 截 最 定理 ， 乃 有 


m= #0 


《证 毕 ) 
定理 7,2 在 无 向 图 G =《X.E) 中 任 取 二 顶 s 与 !， 自 s 通 向 
1 的 边 互 质 的 链 的 极 六 个 数 等 于 截断 图 G 里 自 通 向 :的 链 的 极 少 
边 数 。 
证 将 无 向 图 @ 的 边 化 为 方向 相反 的 两 条 弧 ， 得 相应 的 有 
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向 图 G-=《〈X,U ) ， 应 用 定理 7.1 便 可 推 得 本 定理 。 《证 举 》 

蒙 格 尔 定理 ， 还 可 以 用 项 来 描述 ， 有 下 

定理 7.3 ”在 有 向 图 G = (六 ,U) 里 ， 任 取 二 项 与 1, 设 到 
1 无 弧 《s，+ ) 直接 相通 ， 则 s 芭 {的 顶 互 质 ( 除 s，i 外 ) 的 通路 
的 极 大 个 数 等 于 截断 所 有 自 s 到 ! 的 通路 的 极 少 顶 数 。 

证 ”两 条 路 顶 互 质 ， 当 然 也 必 弧 互 质 。 故 在 此 时 可 简称 内 
互 质 。 自 原 给 的 有 向 图 GS， 作 新 的 有 向 图 G' = ( X',，U’ ) ， 
其 作法 是 

第 一 ， 在 原 图 中 除 s 与 外 ， 其 他 每 一 顶 x 都 拆 分 成 二 点 x 人 
与 *”"， 并 联 强 (x/，x” ) 。 

第 二 ， 原 图 G 中 ， 任 一 弧 《 x，y ) ， 在 新 图 G 中 ， 对 应 
于 弧 (x"，y' ) 。 于 是 原 图 G 中 任 一 自 s 到 1 的 通路 ， 唯 一 对 应 
于 新 图 G' 中 一 条 通路 。 如 下 图 7,1 


图 了 .1 

Ls, x, Yt)DLs, Xx’ ,X,Y ,yt 
新 图 G' 中 任 一 自 s 到 ;的 通路 , 必 经 过 如 《 x' ,x”) 等 这 样 的 弧 。 
将 这 样 的 弧 ， 凝 缩 成 一 点 ， 便 得 原 图 G 自 s 到 :的 一 条 通路 。 

由 于 诛 图 G 中 自 s 到 1 无 直接 通路 ， 故 G 中 任 二 顶 互 质 的 自 s 
到 :的 通路 ， 在 G' 中 唯一 对 应 于 一 条 统 互 质 的 尊 路 ,反之 挛 然 。 
据 定理 7,1 便 可 推 得 本 定理 。 

《证 毕 》 

实际 上 ， 自 原 图 G 作 出 相应 的 图 G ’。 在 G 上 给 定 与 原 米 
的 缴 相 应 的 驱 ( x”"，y' ) 等 以 容量 2o， 而 给 新 统 (%’，2*》 
等 以 容量 1 ， 在 G “使 用 极 大 流量 一 极 小 截 量 定理 ， 便 也 可 以 
推出 本 定理 。 这 种 用 法 ， 实 际 上 给 我 们 一 种 启示 ， 不 但 一 个 网 
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络 ， 其 强 可 有 容 时 ， 其 顶 也 可 以 给 以 容量 ,表示 顶 的 转运 能 力 。 
习惯 上、 给 弧 以 容量 ， 是 假定 项 的 转运 能 力 是 无 窃 的 。 按 本 定 
理 的 证 明 方法 ， 将 每 项 拆 成 两 项 ， 联 以 弧 ， 将 该 顶 的 容量 ， 转 
给 该 弧 ， 原 图 上 的 一 切 性 质 ， 在 新 图 上 均 成 立 。 但 回 到 原 网 上 
来 ， 顶 的 容量 ， 便 起 到 了 它 应 起 的 作用 。 

同 梓 ， 自 定理 7,3 可 以 推 得 下 

定理 7.4 在 无 向 昭 G =( 义 , 避 ) 里 , 任 取 二 非 邻 点 * 与 1， 
则 自 s 到 :的 顶 互 质 的 链 的 极 大 个 数 ， 等 于 截断 自 到 i 的 所 有 的 
链 的 极 少 顶 数 。 

证 ( 咯 )。 

以 上 的 定理 ， 还 可 以 推广 到 图 G 中 两 组 互 质 的 项 集 S 与 项 
全 了。 因为 增加 新 发 点 s 与 新 收 点 !， 这 样 的 问题 ， 便 化 成 了 上 
面 的 问题 。 


$2 具 已 知 半 次 的 p 一 一 图 的 存在 性 


定理 5,3 讲 到 , 已 给 间 量 R= (rr fs,…， ra) 和 向 量 
S= (siss2,""…， 5s) ， 在 一 定 条 件 下 存 在 两 分 图 G= ( 义 ， 
YE ) ， 使 各 顶 的 次 数 分 别 是 
de (Xi ) =r, Ci=1, 2, ,1m) 
doe(yi)=s; Cj=1, 2, ,1) 
本 节 将 把 这 个 问题 加 以 推广 ， 到 m=#, 将 问题 推广 到 内 
有 向 毁 上 米 。 首 先 ， 给 出 下 
引 理 7.1 《Gale,C1958)) 在 两 分 运输 网 络 z= CN, ef] 
上 有 许可 流 ， 侈 和 所 有 的 收入 驮 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 : 
F(lB)2d(B) {BCY) 
其 中 已 ( 吾 ) 是 网 络 上 可 能 送 到 (Bc-Y) 的 极 大 流量 ,ad (B) 
是 B 到 收 点 1 的 总 容量 。 
证 设 所 给 网 络 是 可 行 的 。 
据 极 大 流量 一 极 小 裤 量 定理 ， 自 到 ! 的 极 大 流 疡 ， 其 极 大 
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流量 


VO) -minC (5S,S) (S53s, S31) 


图 7.2 
设 著 时 取 定 BCY， 并 合 
5S = 4UBUi 其 中 4 于 如 图 7,2 斯 示 。 


则 minC (5,5) =miptels, A) +e(X ~ A, BY 
3 sy te CY -B,1)) 
= min Cmin {els, A)+c(X ~ A, BY} 

Ber +olY -B, 1)] 


据 极 大 流量 一 极 小 截 量 定理 
mip [e(s,A) +oc(X-A, B)I 
是 在 暂时 取 定 B( CY ) 之 后 ,所 得 特殊 部 份 浆 络 的 极 大 流量 
《网 下 图 7.3)， 


了 
po 
| 


B 


| . 
He 
!: 
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将 这 个 诅 大 流 景 记 为 严 《已 ) ， 于 是 有 
V Of) =min CPCB) te(Y-B, {1 


=c CY, 1) +min (FCB)~e(B,t)), 


但 5 了，+ ) 是 一 个 截 集 ， 故 
min CF(B)-e(B.t))=0, 


(BCY)。 
《证 毕 》 

定理 7 .5 已 给 4 个 非 灸 整数 对 G7，s1)， (rs82)，'， 
《rs，se) 县 


亦 即 F(lB2e(B,t)=d(B) 


$151 字 下 
这 些 数 对 (7; ,s, ) 恰 是 一 个 n 阶 p 一 图 ( 商 顶 之 间 同一 个 方向 
至 多 有 z# 条 弧 ) 的 出 、 入 半 次 ,，( 即 出 次 ， 入 次 ) 其 充分 和 必要 
条 件 是 
CD Emin{phri} Ts ln 1) 
el el 
(2) DD = 5s,, 
证 作 两 分 运输 网 络 .fz = EN，.af】 恕 下 。 
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人 
虑 ,Ss 分别 是 发 点 与 收 巧 oc 《sx )= 7 cy 人 =Si (is 
=1, 2, HR) CCX y;1) = po 

必要 性 设 存 在 p 阶 一 图 ， 如 定理 所 云 。 将 图 的 每 个 
顶 x, ， 拆 成 两 点 x; ，2i ， 构 造 上 述 两 分 运输 网 络 。 在 原 图 中 
da (xi xi )》 所. 在 网 络 中 联 弧 (x:，y;)， 取 其 容 时 为 
c 《wi Yi) = 的。 由 于 原 r 一 阶 2 一 图 上 其 已 给 的 半 次 是 存 在 
的 ， 故 这 样 的 网 络 是 可 行 的 ， 卫 这 个 网 络 有 流 f， 饱 和 所 有 的 
发 出 阪 与 收入 弧 。 首 先 便 应 有 

VO Sn Dds, 
加 | 


这 和 便 是 条 件 (2 ) 。 
在 y 中 任 取 B= 1417 yp yit} 由 于 有 流 饱 和 

所 有 的 收入 弧 ， 故 据 引 理 ， 应 有 

F(B)Ze(B, 1 。 
或 

Flyiiyi2, ey i) (+Si + "+574), 在 
天 中 ， 每 一 点 *, 能 发 出 的 流 时 是 7; ，xi 到 y ,1 ia 了 和 
各 项 联 弧 的 容量 都 是 p， 当 r; 科 轴 时， 这 个 流量 ， 可 以 全 部 发 
到 yj 7 六 5 各 点 ， 若 六 六 pg， 则 最 多 仅 能 有 流量 如 
发 至 各 点 ， 各 得 流量 b。 故 


F(B)= Dmin(r, ph), 
于 是 有 


(1) Smin ri, PR) Psstsis te ts: 
1 
由 于 s; 是 递 降 的 ，( 1 ) 与 (1 和 ) 等 价 ， 玖 得 ( 1 )。 
充分 性 ” 设 条 件 成 立 ， 在 两 分 网 络 上 ， 必 有 流 f 人 饱和 所 
有 的 收入 弧 。 将 xi 与 ?1 合并 成 一 点 Xi ， 力 得 一 个 x 一 阶 的 
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的 2 一 图 ， 取 六 与 5, 分 别 为 


es 该 点 x, 的 出 次 与 入 次 。 
4 《证 毕 》 
— NS 四 读者 可 注意 到 ， 有 多 
5 少 个 这 样 的 图 ， 这 个 问题 


一 | AAA 一 和 定理 5.2 后 面 的 

图 7.5 Ferrers 图 表 一 样 ， 间 样 
可 以 作 Ferrers 图 袁 ， 如 取 (ri, rz, ras 4 Tss rs，) = 
《5，4,，3，2，1，1 ) 作出 r, 如 上 图 7,5 面 一 横 线 ， 使 其 
高 为 pk， 划 


立 min Cr;s ph) 
i 
将 是 机 线 pR 以 下 ， 图 中 画 成 阴影 的 格 数 。 自 下 向 上 取 第 一 行 里 
的 阴影 格 数 为 r,* 第 二 行 的 阴影 格 数 为 r,* 于 是 
SinCr, ph) -Sr 
如 在 上 图 中 ,7;*= 6,r2*=4, rs*= 8, fs*= 2, fs*=1 
实际 上 ， 这 里 并 没有 必要 将 ri 排 成 递 降序 列 。 使 用 这 样 
的 符号 ， 定 理 7,5 便 可 改写 成 下 列 形 式 : 
定理 7.5′ 已 给 x 个 非 负 整数 对 《ri，s1)， (rz 52) 4 
《ra ,S44 )， 其 中 5 之 5 之 … 之 sn ， 则 这 些 数 对 怡 是 一 个 
4 一 阶 p 一 图 的 出 入 半 次 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 


2 4 
(1) Srn'>Bs Chk=1, 2 ,nN—1) 
加 


(2) Sr Ts 
所 


te 
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和 第 五 童 一 样 ， 写 出 图 的 角 邻 矩阵 ， 便 得 一 个 非 负 户 一 候 
阵 ( 元素 为 不 大 于 p 的 非 负 整数 的 矩阵 ) ， 其 行 和 向 量 与 烈 和 
向 量 ， 便 分 别 是 R=- (ri， rs ， Tr) 与 5= (3153 ys)。 辐 
样 ， 作 出 极 大 矩阵 


每 列 的 列 和 ， 便 是 这 里 的 ri *，ra*，…， 定 理 5" 同样 成 立 ， 条 
件 ( 1) 同样 是 先前 所 讲 的 那个 统帅 条 件 。 

义 在 这 里 取 p= { ， 便 得 一 个 "一 阶 的 (0.1) 和 矩阵 ， 其 结果 
便 是 定理 5.2 与 定理 3.3 轩 取 tm = + 的 情况 。 

雅 理 7,5。 书 给 非 负 整数 列 (rr，，,…,r,) ,存在 1 一 图 ， 
使 dalx;)=r;， ds (xi ) =1， 其 充分 和 必要 条 件 是 

Sr ,= 

证 显然 。 

著 ri= 1 (i=1,，2,，…，#)， 则 这 样 的 1 一 图 ， 便 是 
一 个 初级 图 。 到 图 的 每 个 项 ， 做 为 其 顶点 ， 其 相 邻 甜 阵 ， 便 是 
平常 所 讲 的 交换 抢 阵 。 


53 具 已 知 半 次 的 对 称 5 一 一 图 的 存在 性 


上 节 研 究 了 具 已 知 出 入 次 的 2 一 图 存在 性 。 现 在 再 来 研 究 
已 给 非 负 整 数列 {r:，r:，…，”， } 是 否 存在 以 数列 {ri，r: ， 
…， 和 m} 为 进入 次 的 对 称 如 一 图 。 为 此 ， 先 给 出 

引 理 7.2 ” 任 给 对 称 图 C, = (区 ,5)， 在 其 每 一 奇 图 上 益 有 
顶 含 一 个 或 多 个 环 ， 又 任 给 非 负 整数 列 {r，ra，…，rn }。 
车 Gu 含有 部 份 图 召 ， 在 各 项 < 上 取 d(x1) = da(%xi)=r;， 
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则 G, 必 也 含有 对 黎 的 部 份 图 G， 在 各 顶 x: 上 的 出 入 次 也 是 
ri 。 有 即 对 所 有 的 i; 
dE {xi ) =di(x;) -ro 
证 用 归纳 法 来 证 明 本 引 更 ， 即 医 引 理 对 于 阶 < 的 图 G。 
均 成 立 ， 对 于 阶 = "的 图 G, 本 引 理 也 成 立 。 
引 理 的 关键 ， 在 自 图 过， 作出 对 称 图 G。 
1, 设 在 图 末 里 存在 一 点 x*。， 其 到 各 项 是 对 称 的 ， 
即 di(x0,%e) = di(%x, yxo) (x, EXY 
在 这 种 情况 ， 自 G, 去 掉 顶 zu, 而 得 (n~ 1) 一 阶 的 图 GG。, 自 万 便 
得 C5-1) 阶 的 图 万 。, 坟 、G, 的 关系 和 万 与 G。 的 关系 是 一 
样 的 ， 但 阶 痢 是 mp- 1， 且 加 
上 (和 ) -mdCxoy Xe 7) 一 用 
三 人 一 dd 和 Xe )。 
接 归 纳 假设 ， 便 可 自 九 作 得 一 个 C#- 1 ) 阶 的 对 称 图 G， 再 将 
顶 x。 加 到 图 G 上 来 ， 得 图 G，G 便 是 所 要 求 的 那个 对 称 的 部 
份 图 。 
2. 设 在 图 万 中 不 存在 上 述 的 项 x。, 则 至 少 必 存 在 一 顶 ， 设 
为 x,， 与 其 相 邻 的 顶 设 为 x,， 二 项 之 间 ， 有 关系 
di CX1s Xa ) di(X2, X11), 
或 di (CX1s Xa ) dF (xX Xa) 
但 据 假设 
dt (xX1) =dy(X:), 
族 % 1 至 少 必 有 一 个 铝 点 x;， 其 
da (xs Xa) AF(Xt, Xe ) 
且 此 三 点 是 相互 不 同 的 。 
自 x ;出 发 ， 命 x,，xs，… 等 项 具 下 述 性 质 
AF (x Ke) dg (Ns, XL) 
di (xs, Xe ) >di(xa, *2) 
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由 于 图 是 有 限 的 ， 最 后 必 将 得 一 初级 图 。 设 这 个 初级 图 是 
= [Xp Xp» Xp2s Xp = Xp oe 
3. 设 图 4 是 偶 的 。 在 下 列 备 点 对 之 间 ， 减 去 一 条 弧 ， 
《xp:Xpri (Kpr2osXp+r3) ss 《Xprkh-i Wpri-t), 
在 下 列 各 点 对 之 间 ， 加 上 一 条 并 
XpraXps1)}s Xpras Xp-3) 0 (Xp Kprt-1) 
得 图 肪 ' 将 图 吾 " 上 各 项 上 的 总 出 入 次 与 原 图 五 各 项 上 的 总 出 
入 次 一 样 ， 但 每 二 顶 之 间 出 入 次 之 差 将 相应 减少 ， 即 


六 Ce dh (yx)] 
© 


< [di(x.y) -di(y,2)] 。 


4 设 图 4 是 奇 的 ， 图 妃 在 顶 xp 上 有 环 。 仿 上 ,可 在 下 列 

各 点 对 之 问 ， 喊 去 一 条 强 
[ XpP)》 《Pr+ily 和 Pty2 ) 9 
《Xp+t-2j Xrrt-1) eo 
在 下 列 各 点 对 之 间 各 增加 一 条 弧 
《Xpyl3Xp) Kpras Xrra)s (Xprt Pt 》 9 

和 上 上 段 结果 一 样 ， 得 图 1 ， 其 各 项 二 的 总 由 入 次 不 变 ， 但 每 
两 点 之 间 出 入 次 之 差 ， 将 相应 减少 。 

5 。 设 轿 p 是 青 的 ,但 在 图 末 里 锚 p 的 项 上 无 环 。 但 据 引 理 
的 假设 , 原 图 G。 将 有 环 在 4 的 某 硕 上 茵 如 硕 x; ,此 时 ， 可 加 进 弧 


Xp sp) Xrtss pt) Fprrr Xp+3), 


《xp+rt-iy Kpri-2)s 
减 去 弧 
《XpPyXp+1) Xn Xpra) sy (Korimis Xprt), 


将 图 太 安 为 图 及， 图 HH 有 上 3 与 4 中 所 述 的 性 质 。 
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继续 如 此 进行 ， 最 后 将 得 一 个 对 称 图 G。。 〔 证 半 》 
定理 7.6 已 给 非 负 整 数列 
fi 之? rn 
存在 对 称 p 一 图 G， 具 性 质 
da(xi)= da(x,) = 六 
对 一 切 i 均 成 立 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 


Sr'>>r, (kh=1, 2, ,Hn-1)e 


证 作 p 一 图 Gc， 其 二 顶 x;，xi; 之 闻 均 有 pp 条 弧 ， 对 一 
切 i,i 均 成 立 ( 包括 ;= 7 在 内 ) 。 据 定理 ?.5/， 存 在 C。 的 部 份 
图 互 ， 具 性 质 
Xi ) Xi》 
其 充分 和 必要 条 件 是 


i 4 
Sr ir (k=1, 2, 1, #1) 。 
i 


既 存 在 G ,的 部 份 图 玉 具 上 人 性质 ， 故 据 引 理 7,2, 存 在 对 称 的 p 一 
图 G 到 r; 为 其 顶 x; 上 的 外 、 内 半 次 ( 对 一 切 x 均 成 立 ) 。 
(证 毕 ) 


$4 具 已 知 半 次 的 无 环 p 一 一 图 的 存在 性 


上 两 节 所 讲 的 bp- 一 图 ， 在 其 某 些 顶 上 ， 可 能 有 环 。 本 节 和 
下 节 将 研究 无 环 的 图 的 存在 性 。 就 其 相 邻 矩 阵 而 言 ， 在 《〈 非 负 
整 ) " 阶 矩 阵 里 ， 其 主 对 角 线 上 各 元 素 之 和 ， 称 为 矩阵 的 述 。 
无 环 的 图 ,. 其 相 邻 矩阵 ， 便 是 一 个 所 谓 0 一 迹 给 阵 。 本 节 将 先 
往 研究 具 已 知 半 次 的 无 环 b 一 图 的 存在 性 ， 然 后 再 往 研究 这 样 
的 对 称 图 的 存在 性 。 

定理 7.7 已 给 mn 个 非 负 整 数 对 Cri,s1) (ri, ss) 
《re，3:) ， 存 在 无 环 p 一 图 及 ， 取 这 些 数 对 为 其 半 次 ， 即 厅 
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具 性 质 
CC》 = 人 2) 
其 充分 和 必要 条 件 是 


(01) Dmin{r ,plA-xij}2(A) (ACX) 


(2) 立 。 = Ss 
证 1. 对 任 一 个 图 G。 作 两 分 网 络 .Yr = (站 ,车 ， A)， 如 
下 图 7.6 所 示 。 


即 发 出 弧 的 容量 是 (ri，ra， …，ra )， 收 入 弧 的 容量 是 
{ siysiysw (xixXi ) 各 弧 的 容量 是 

cxiy Xi) = (xi Xi)s 
在 图 Gs 里 存在 部 分 图 及 ， 具 举 次 

di (x1) =ris di CH) 25, Ci- 1,2,,n), 
其 充分 和 必要 条 件 是 图 7,.6 的 网 络 中 存在 流 饱和 所 有 的 发 出 弧 
与 收入 统 。 存 在 这 样 的 流 的 充分 和 必要 条 件 是 
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必须 满足 ， 据 8 2 的 引 理 7.1， 还 贷 下 式 能 成 立 
FA)>d (4) (ACX) 


其 中 及 是 天 店 任 一 子 集 。d ( 4 ) 是 手 集 44 到 收 点 + 的 弧 的 总 
容量 ，F( 4) 尽 网 络 上 发 到 4 的 航 大 流量 。 褒 
d(A)=s(A), 


FOAY = Smiuntr,, ex 4) 


= Smintr;. ds, xi A)} 
i 


2 。 作 图 Go， 使 其 是 一 个 无 环 的 全 部 对 称 的 六 一 图 。 所 
谓 无 环 全 部 对 称 p 一 图 ， 即 取 
dos CRss Xi) ~p 
对 一 切中 了 (i j= 1 ，2，…， 1) 均 成 立 ， 


及 di (Xs )70 (i-1l, 3, 7), 
将 这 些 条 和 件 代 入 F(A)Bd (4 ) 
乃 得 条 件 ( 1) 与 (2 )。 《证 毕 》 


以 下 将 往 研 究 具 已 知 半 次 (1， ri)， (ro rf2) ey 
《r,s r。 ) 的 无 环 对 称 加 一 图 的 存在 性 。 首 先 证 下 
定 和 到 7.8 (Fulkerson,Hoffman,McAsdrew [1965] 》 
设 G。 =〔 亡 ,，U ) 是 一 个 9 一 阶 光 环 对 称 图 ， 其 任 二 项 互 质 奇 
长 的 初级 冉 ， 总 有 弧 相 联 。 并 设 { ri，r:，…，r， 是 一 组 非 
负 整 数 其 和 为 一 偶数 。 
设 G。 有 部 份 图 厅 ， 具 性 质 扩 (x;) =da(x:) =r; 对 一 
切 询 成 立 ， 则 G, 必 有 具 此 性 质 的 对 称 部 份 图 G ， 即 C 具 性 质 
AEX) = dx) = ri (i= 1, 2, 1) 
证 在 图 肪 的 弧 《x，y ) 上 ， 作 函数 fx，> ) ， 
filx, y= da x, +d CY, XxX)» 
显 见 这 个 函数 ( x，> ) 满足 下 列 条 件 
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六 (xy) =f Cy, x), 
A) Ofilx, y) ELds, CX 7) 

i BE frisy) 2dr 

1 绽 


1 。 设 (xy ) 全 为 侧 款 ， 作 图 G， 下 
ds y)》 fy) 


则 d(x) = dC, = f(x Cds ys 


Dd WD Ddsy, «1) 


yex yx 


= 3 fo 2) ri » 


“vex 


故 G 是 G, 的 对 称 部 份 图， 无 丈 ， 如 定理 要 求 。 
2 。 设 /1(x，》) 不 全 为 偶数 ， 作 边 集 1， 
El= { (x IXY E DX) fi (x,y)=1(2)}, 
作 图 坟 ; = (, 互 ,)， 这 个 图 是 元 向 的 , 且 其 鲜 一 顶 上 的 次 数 ， 
必 为 偶数 ， 因 


dss 了 fs We 之 的 
yETk, (X42) Ser Cs ) 
=2r,= 06(2) 


又 因 (x，3) 不 全 为 偶数 ， 开 : 必 有 边 ， 故 到 , 必 有 因 。 

3 。 设 K ,有 侦 图 ko。 沿 着 这 个 偶 图 上 的 边 , 将 其 相应 的 
f(x,y) 顾 次 +1, - 1 ， 在 其 他 各 边 (包含 图 末 ;的 各 边 )f (x， 
2) 的 值 均 维 持 不 变 , 于 是 得 到 函数 六 (x，y ) 。 由 于 4 是 个 图， 
s(x，y ) 与 1 《 x， ) 仅 在 4 上 有 所 不 局 ， 故 fs (xz，y ) 
同样 也 满足 f(x，y ) 所 满足 的 短 件 (A)。 又 由 于 f(x,y) 至 
少 在 圈 # 中 所 含 的 边 上 已 全 为 偶数 ， 敬 /:( x，y ) 是 麻 数 的 个 
数 比 f1《 x,y ) 是 奇数 的 个 数 少 。 如 果 f， Cx，y ) 已 全 是 侦 
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数 ， 则 可 如 前 作出 Go 的 对 称 部 份 图 G, 否 则 可 作 图 玉 。=〈 帮 ， 
三 * ) ， 其 中 

E2= TO E 玉 (fax y) 二 1(2)。 同 
样 ， 天 :的 每 个 顶 是 侦 次 的 。 如 天 :中 存在 团 #。 设 4 是 偶 长 的 ， 
优 上 , 作 同 样 处 理 ， 一 直 继 续 证 去 ,直至 开 》 ， 些 时 所 得 的 相应 
的 fx 〈x，? ) ， 已 全 是 偶数 ， 便 可 作出 C 的 部 份 对 称 图 C。 

生 。 设 在 大 代 过 程 中 出 现 久 。， 在 Kp 中 无 偶 图 。 但 只 要 
玉 p 有 边 ，Kp 必 有 团 。 此 时 Kp 的 图 全 是 亲 的 ， 设 

H= [gl Gas rs Gastrs Gart2 = os 

是 这 样 一 个 奇 长 的 图 ， 则 4 必 是 初级 的 ， 否 则 # 中 将 含 偶 长 圈 ， 
这 是 义 盾 。 

在 每 一 个 这 样 的 边 上 ， 相 应 的 fo(x，?) 是 奇数 

2k+ 1 

于 是 了 fel my=1(032)， 


1 


= 言 D C2r1) 
= Br=0(2), 


敬 民 p 应 再 有 边 不 在 4 上 ， 于 是 长 o 应 再 有 桨 长 的 图 
v= [bl bp Bcliy baers= b1] o 
设 4 与 ?有 公共 顶 ， 则 在 Kp 里 将 出 现 侦 长 的 圈 ， 这 是 及 
盾 。 故 4 与 ?是 顶 互 质 的 。 据 假设 ， 在 G。 里 将 有 边 联 此 二 疾 ， 设 
为 边 [al，bi] 。 
著 边 [a1，b1] EKp 则 在 顶 a1 与 8， 上， 出现 奇 次 ， 民 p 应 
再 有 边 不 在 4 与 ?内 ， 填 是 KKp 内 将 出 现形 为 
uw [a bi] pe 
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的 围 ,其 中 将 含 偶 陋 . 这 是 矛盾。 故 边 fai，61] 冬 民 o。 因而 
pfa: biy=0 (2) 
如 果 f? (al，b1) ~ 0， 先 令 fp+: (Cab 8 = 23, 再 交错 
地 在 边 [el ai] ，…， [at at] 上 加 上 一 1 及 +1 
而 得 到 fo (a;;a;-1) 的 值 , 在 边 [bi, 62] ，…， 
L62141,513 上 也 交错 地 加 上 1 及 + 1 得 fo,: (86, Dit》 
的 值 ， 对 其 他 边 , 则 令 fo.1 《x,y》=fo (x，y)。 如 果 
fp(ab 61) 夺 0， 则 先 令 fywt (Cap = fp(q1b1) - 
2， 然 后 在 边 [a1， az- ，…， [Qsiri， ai 上 交错 地 加 
上 +1 及 一 1, 在 边 -8 62] ，…， bitrts 61] 上 也 
交错 地 加 上 +1 及 - 1 而 得 到 对 应 的 fp.1 《ai， sir) 及 pi 
《Bipi+ri ) 的 值 。 对 其 余 的 边 ， 则 令 fp (zy) = fp(x,y)。 

显然 ，f os (xx，23 ) 也 满足 fo (x，y) 所 满足 的 条 件 
(4)， 而 且 此 时 fo+: (x，? ) 为 奇数 的 个 数 或 者 是 零 ， 或 者 已 
比 fo《 x，y ) 为 奇数 的 个 数 确 实 减少 。 继 续 向 下 进行 ， 由 于 
原 给 图 G, 与 玉 都 是 有 限 的 ， 必 迄 代 至 某 个 时 候 , 得 G。 芍 部 份 
图 上 co， 其 fo《 x，y ) 为 奇数 的 个 数 是 零 ， 于 是 使 可 作对 称 
图 G， 使 

Gals) = at 4)= fo y)。 

又 因 每 次 迭代 ， 只 是 在 偶数 条 边 上 对 f (x，> ) 加 + 1 
与 - 革 ， 对 这 些 有 关 的 项 而 言 ， 其 次 数 加 1 再 焉 1 ， 故 各 顶 上 
的 次 数 ， 一 直 维持 不 变 ， 故 在 最 后 ， 得 对 称 艾 C 时 ， 也 有 

dw) =a5 (i) =r, 对 一 切 i 均 成 立 。 
(证 毕 ) 


定理 7.9 已 给 p>1， rf 之 ri… 之 rs 之 1 且 包 ri= 偶 


数 ， 存 在 无 环 对 称 b 一 图 G， 使 
(Xi = de (i,) = rr, 
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对 一 切 ? 均 成 立 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 
之 minfriy pr|lA- {x,} 


It 

证 作对 称 图 Go， 使 d(x,、，%,) = p 对 一 洲 i 半 7 均 成 立 
《4 j= 1，2，…，#) 并 使 d5 (x,，x,) = 0 对 一 切 i 均 威 
立 ， 这 样 的 网 G, 能 满足 定理 7 .8 为 一 切 要 求 。 

又 据 引 理 7.1， 可 推 得 部 份 图 五 的 存在 。 

据 定 理 ? ,8 旋 推 得 本 定理 。 


1 (ACN), 


(证 毕 ) 
8 5 ”上 生 已 知 半 次 的 竞赛 图 的 存在 性 


设 有 "个 球 队 作 循环 赛 ， 每 二 队 都 比赛 C 次 。 设 想 已 给 非 
负 整 数 a 1 之 a 这 … 之 a,， 这 # 个 数 能 成 为 比赛 结束 后 的 胜利 记 
某 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 什么 ? ( Gale, Ford 一 Falkerson ) 
为 了 解决 这 个 问题 ， 先 作 有 向 图 G =《 N，U ) ， 其 中 
N= {1，2，…， nn} 代表 n 个 球 队 
U= {i 1) li<i}, 
到 C 为 每 条 统 上 的 容量 ， 便 得 网 络 .fr = ( NN， ) 。 
设 i( i，j) 代表 第 i 内 战胜 第 y 队 的 次 数 ， 显 有 
Of (i, 1) SC 
故 在 弧 (i 了) 上 定义 的 非 负 整 函数 ， 可 视 为 网 络 . 九 * 上 
的 一 个 流 。 若 第 i 队 战胜 的 总 次 数 为 gc， ， 则 
Sf +B LC-f Cj, 1)] =a, 
i i 
FDI- i)-a -Cli-1), 
反之 ， 设 在 图 G 的 弧 上 ， 定 义 的 非 负 整 函数 f。 满 足 上 述 
条 件 及 


0&f (i, 7 COC, 
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则 j 猪 代表 一 个 竞赛 结果 ， 使 第 j 队 全 战胜 总 次 数 是 ai 。 
定义 
S= {i/at -Cli-1)20} (SCN) 
T= SaN-S, 
在 网 络 , 人 ,上 乃 得 供求 函数 为 
a()=4; -CCi- 1), 
b0) = a, tC 1), 
故 Q; 等 能 成 为 竞赛 结果 的 胜利 记录 ， 其 充分 和 必要 条 忻 是 下 列 
的 约束 条 件 为 可 行 的 : 
fFG， -CN 2D) -oli) (i€S) 
{feN, Df, Nb) (i€ET) 
[ Ef PC。 
由 于 a; =Cenln~ 1)/2， 若 全 有 a(S) = b(T)。 
上 壕 这 些 条 件 ， 即 第 六 章 $ 5 中 的 条 件 (5,1) - (5.4)。 不 
过 在 本 问题 ， 其 三 儿 。 据 定理 6.7， 这 些 条 件 能 成 立 的 充分 和 
必要 条 件 是 
(5.5) GT NK) alSN XIECEN, XN) 


对 一 切 人 CN 都 成 立 , 当 玉 = 认 时 ,由 本 a Cin(n- 1)/2， 


显 见 等 号 是 成 立 的 。 
上 面 的 条 件 ， 因 每 个 数 { 1 ，2，…，# } 可 以 选取 ， 也 
可 以 不 选取 ， 故 共有 2 "个 这 样 的 不 等 式 。 这 些 不 等 式 可 简化 
如 次 。 
上 式 可 写成 

-CIXI+C [Bi |(X, D1 SHa 


i a 


其 中 符号 “| |” 表示 “个 数 ”。 
_ 在 这 些 式 子 里， 考 感 所 有 的 XE 入， 其 [X= 的， 则 
1 下 1 = ,此 时 ， 这 些 不 等 式 的 左 端 荐 一 个 常 玫 
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Cn- pn-p- 1)/2。 


右 潮 ， 在 取 丰 = { 1，2 ，…， 户 } 时 达到 极 小 ， 立 
放 原 有 的 2 。 个 条 件 ， 力 转化 为 下 列 条 件 四 
Coan~-p) (n~-p-1)/2& 立 
Cp= 0 1, 2, ,7-1) 
将 两 端 同 加 
Ta, =Cn(n-1)/2, 


1 


得 

Ta Crea- 1)/2 -Cn-p) (n-p-D)/2, 
让 

Saccpen-p- bs (p=1, 2, '" f)o 
于 是 得 下 


定理 7.10 已 给 # 个 非 负 整数 4, 之 a 之 … 之 a,。 使 个 球 
队 在 一 场 竞 赛 中 ,每 二 队 均 比赛 C 次 ,比赛 结束 后 ，a1，a。，…， 
Qn 能 成 为 胜利 记录 的 充分 和 必要 条 件 是 


(4 DaxCp2n-p-D/2 p=1,2 0) 


在 条 件 ( A ) 中 ， 当 p= 4 时 ， 等 号 成 立 。 
定理 7.10 骨 图 论 的 语言 ， 加 以 描述 ， 便 是 
定理 7.10′ 已 给 n 个 非 负 整 数 a ,之 4s 之 … 之 a 
存在 * 阶 有 向 图 C， 具 性 质 ， 
(1) d(x,)=a, (f= 1, 2, ,nn) 
(C2) da w+ dEtxy, = CC) 
Gj i j= 1, 2 ,0) 
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(3) dé(x,, x,)- 0 (i= 1. 2, ,1) 
其 充分 和 必要 条 件 是 


(A) 总 ci<cpln- p- 1)/2 ,Cp 1,2,° ,1) 
其 中 ， 当 p= n 时 ， 取 等 号 。 

证 显然 。 

在 这 个 定型 里 ， 条 件 ( 8 ) 实 际 上 表示 图 C 是 一 个 无 环 图 。 

在 定理 7.10’ 里， 到 C= 1， 乃 得 下 

定理 7.11 已 给 非 负 整 数 &1 之 2, 之 … 之 a,, 存在 竞赛 图 ， 
取 @1，a;，…，an 为 各 顶 的 外 半 次 ， 其 充分 和 必 柳 条 件 是 


Sap(l2n-p- 1)/2 (p= 1 ,2 ,1), 
当 户 = 2 时 取 等 导 。 
证 “显然 。 


习 惠 


14， 设 9. 7 为 图 G 一 (六 ， 瑟 ) 中 顶 集 XX 的 子 集 ， 且 SN 了 一 b。 
S 中 ， 另 一 端 在 中 点 互 质 的 链 的 最 大 牟 效 等 于 出 去 后 就 分 包 $ 与 7 的 顶点 的 最 小 
项 点数。( 即 肌 去 后 没有 一 个 分 支 能 网 时 包含 5 的 顶点 和 了 的 顶 

2. 设 有 一 个 运输 网 络 # 二 [ 术 ，4 】 ，|5 为 发 点 、+ 为 效 点、 每 各 弧 上 的 容 
本 为 CCx，y)。 对 任 一 个 集合 4 三 术 一 { s,1}、F(A)，d(4) 的 意义 如 2 申 天 
再 所 述 。 试 证， 如 只 对 某 个 4 实 信 一 5,t 成 训 ， 对 一 切 满 是 条 件 4 忆 BE 入 一 
4 s，+} 的 集合 B 有 CC 百 ，B， 

3， 允 用 上 题 续 轩 试 正 明 下 列 命 巾 (CaJe ,1957); 已 
弧 (x，y) 上 的 窜 加 为 eCx，y) 寺 0， 发 划 为 s。 收 凡 
下 向 收 点 1 的 无 条 强 的 充 委 条 件 是 ， CC，8) 二 dB) 对 
Ye 


-网 络 Y=【 呈 ， 昌 ) ， 
在 一 个 许可 这 饱和 
一 切 B 它 NN 一 145,13 成 


163 


4. 惠 用 上 题 结论 进一步 证 明 ， 当 是 仅 当 严 (也 )z= 红 有 ) 对 一 黄 8E { y1{y， 
6 4} 成 立时 ， 存 在 一 个 流 f 洪 足 1(x，2) 才 C(x，y) 且 / 忽 和 所 有 形 和 如 《yy 让 
的 妇 。 其 中 哄 刀 )、 严 (日 ) 意 义 如 的 。 

5. 试 证 明 : 存在 一 个 党 赛 图 其 出 次 为 ri，ra，…，r， 且 ri<ra<srr， 当 且 
仅 当 于 二 条 件 成 立 : 


2 。 
Dr ), eg), Prt) 


. 、 《Landau [ 1953 ] ，Moon [5 1963 ) ) 
6. 已 知 一 个 图 G， 其 顶点 为 xt，x4，~…，x* 及 一 组 整 听 全 f(ri， si 
= 1 ，2 ，“…，# 了， 试 证 图 G 含 有 一 个 部 分 竹下 使 得 。 dz0) er4，d( wi) 
1 1 和 的 这 分 到 条件 是 


Snin tr,, d(x, 4) } >s(4), AX 


ma 


到 Zr = 人 Ds， 成 立 
四 = 
由 此 并 证 明定 现 7。 
了 7. 对 序列 ir 二 ra 定义 序列 {Th }， 以 mw 表示 i<k9rish 一 1 的 下 
标 个 最 与 i> 县 ri= 有 的 下 标 个 数 之 和 ， 称 {rE} 为 {Yi} 的 修正 共 辆 凡 列 ， 试 证 
朋 : 如 已 知 非 负 整 数 赐 (rt, 5) 的 序列 月 ，r1mrs 守 二 ?rs154 二 … 二 sr， 则 存 
在 一 个 1 一 图 及 ,无 环 ， 且 ， 


(sD = d(x) 一 si 1 2 ， 地 丰 立 的 分 必 模 条 件 是 : 
>, Ch=1, 2, ~ Hn—1) > 
er 


Pe 2 


El jo 


4. ENA ds ed Sm 以 4 而 表 示 其 信 


正 共 扫 序列 ， 二 明天 是 技 此 从 的， 
区 . ' 


( 1) 在 在 一 个 单纯 图 G， 黄 久 和 机 和 具有 次 数 ，de (x 让 = 页。 
2) Za>Zad Ch=1, 2, “n) 
气 


和 a “ | 加 
(3) ZASRG-D+ 之 min{hyd}, < 


i > kt 


(R=1. 2. ~, +) 
(Erdds, Gallait 1960)) 
9、 试 证 明 ， 效 妈 集 合 { 《ri，si) ] i 二 1 ，2 ，…， 上》 组 成 一 个 以 x1 为 撒 的 
树 形 图 的 学 次 勉 序列 ， 即 对 所 有 1 一 1 ， 2 ，“…n 有 : d+(x) =rr，d 《xs 门 一 后 的 
完 分 必要 条 件 是 : 


S51= 0,， $= ff 站 1, 及 Sr, =#- 1 
所 
140. 如 有 向 图 G 中 短 点 x 均 有 d8(z)< 荆 ， 则 称 G 为 一 画 数 (factHional) 图 ， 斌 
证 明 数 偶 集 合 { (ri，s) 上 i= 1 ，2 ，…， 了 成 为 一 个 强 联结 的 ( 即 任 二 顶点 之 
何 雹 有 有 有 有 疝 路 相互 连接 的 ) 函 数 力 的 半 次 担 序 列 的 充分 必要 条 件 是 ，m=ai 一 1， 
对 于 二 1， 2 ，“，4 者 成立。 


红 1 . 设 dds 关 …… 关 4 为 非 负 整 数列 , 目 袜 d 是 图 数 ， 试 证 ， 存 在 一 个 


无 环 p 一 图 G 其 顶点 % 的 次 数 渍 是 ，dG《xi) 二 di，i 二 1 ，2，…。#， 当 且 仅 当 : 


之 中 < min BD d+phl- ph} (k=1,2,.5n) 
1 i lt 
n 


成 立 ， 


4， 设 di ass 4 为 非 负 束 数列、 袜 d 为 眉 数 。 试 证， 存在 一 个 无 环 
1 全 


思 一 图 G 其 顶点 xi 的 次 数 满足 ，de 《x 一 d1，i== 了 ，2，~…，n， 当 且 仅 当 ; 


4 
Sd ph(k- D+ DS mintph, dj 


i Ce] 


全 上 成立。 {V .Chungphaisan) 


13 设 dids… 袜 dn 为 一 非 负 整数 序列 。 可: ds, …, 为 其 修正 共 纯 序 列 。 
臣 证 明 : 或 音 胜 

EE 
或 者 存在 一 个 & 使 得 有 


大 1 成立。 
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第 八 章 图 的 联接 性 


3 1 扬 集 , 断 量 与 断 量 的 基本 性 质 


已 给 图 G=《〈 郑 , 已 ) ， 设 其 每 二 顶 之 间 , 均 有 链 相 联 , 则 这 
个 图 称 为 是 联接 的 。 设 这 个 图 可 分 成 p ( 之 2 ) 个 联接 的 分 子 
图 ， 则 这 个 图 是 断 的 。 这 一 章 我 们 主要 研究 单纯 联接 图 的 不 同 
的 联接 情况 , 即 所 谓 图 的 联接 性 ,这 是 图 的 最 基本 的 性 质 之 一 。 

一 个 联接 图 (以 下 不 特别 说 明 都 指 单纯 联接 图 ) 车 去 掉 其 
沙 干 个 顶 ， 使 图 至 少 断 成 两 块 联接 的 部 份 ， 各 不 为 %， 或 只 剩 
下 一 个 孤立 点 ， 则 这 个 项 点 集 4， 称 为 图 G 的 点 疡 第。 设 这 些 
断 集 4， 构 成 集合 -xf ， 定 义 

nxtG)= min {AI} 
AE4 

wx( G ) 称 为 图 G 的 点 断 量 ( 简 记 为 <) 简称 断 量 , 一 个 有 pC 之 2 ) 
个 联接 分 子 图 的 图 G， 本 来 就 是 断 的 ， 故 其 < (G) = 0， 反 之 
亦 然 。 

当 x(G) = 1， 则 图 G 中 至 少 有 项 x, 去 掉 顶 x 图 被 截断 ， 
这 样 的 顶 称 为 亡 的 疡 点 。 


人 > < 


图 8.1 
图 8.1 中 的 (一 )，z 是 一 个 断 点 ， 在 (二 》，X，X2，%s 
都 是 断 点 。 
树 7 总 有 断 点 , 故 <(T) =1, 但 有 断 点 的 当然 不 一 定 是 树 。 
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《二 )》 


一 个 联接 图 C， 芳 去 掉 其 一 个 边 集 有 ， 图 至 少 被 截断 成 二 
联接 的 部 份 图 或 骨 化 成 一 个 孤立 点 ， 则 边 集 B， 称 为 图 C 的 边 
断 集 0。 命 所 有 这 些 边 断 集成 一 集合 录 ， 定 义 


A(G)= min {18|}., 
BEs 


4《G) 称 为 图 C 的 边 断 量 。 考 2(CG ) = 1, 则 疼 G 中 至 少 存在 
一 边 ， 去 控 这 边 ， 图 被 截断 。 这 样 的 边 称 为 图 的 桥 边 。 辟 如 一 
棵 树 ， 其 每 一 边 都 是 一 个 桥 边 。 又 如 图 《8.1 》 中 的 《二 ) ,其 
边 《xl，xa ) 是 一 个 桥 边 。 

于 此 ， 应 注意 的 是 ， 当 去 扯 风 的 一 顶 ， 与 这 项 相 联 的 边 同 
时 也 被 去 掉 , 但 去 掉 一 边 时 ,这 条 边 的 两 个 端点 , 仍 保留 在 图 内 。 

车 图 G 是 及。 , 显 见 x =4=n 一 1 。 医 图 G 不 含有 跨 顶 的 KK 则 
Ky A<n- Lo 

设 图 6 的 极 小 次 是 5， 显 见 

4G) sg 

因 在 具 极 小 次 5 那个 项 x 上 ， 去 掉 交 于 x 的 6 条 边 ,加 G 便 被 截 
断 。 于 此 ， 有 下 

定理 8.1 ww(G)<14(CG) <6。 

证 往 证 CC)s16C) 即 足 。 

设 图 如 的 一 个 极 小 边 断 集 为 了 = {ei,e:，…,21}。 在 其 
中 去 掉 14- 1 条 边 ， 保 留 一 边 ， 璧 如 去 控 e,，…，e, 保 贸 e1， 
据 定 义 ， 所 得 的 图 G' 仍 是 联接 的 。 可 是 在 图 G 中 ， 最 多 去掉 
4- 1 个 点 ， 便 已 可 起 到 这 样 的 作用 ， 在 e, 的 两 个 端点 中 ， 再 
任 去 一 点 ， 图 G 便 被 截断 ， 故 

«(GY EACG), 《证 毕 ) 


图 在 网 络 涪 的 理论 中 我 们 虽 序 它 全 做 碟 系 ， 不 过 这 里 的 断 亚 ， 和 那里 的 戴 
基 次 义 是 不 一 栏 的 
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已 给 联接 图 OS， 仔 给 整数 k2> 1 , 当 k2>A， 峡 @G 称 为 是 R 点 ) 
联 的 ， 简 称 & 一 联 ， 同 样 ， 洛 4 之 &， 图 G 称 为 是 # 一 边 联 的 ， 只 
有 图 G = Kn ， 辐 时 是 点 《 边 ) Cn~ 1 ) 联 的 。 

定理 8.2 已 给 n 阶 图 = ( 针 ， 玉 ) ,n> 和 + 1 之 3， 著 图 
个 不 是 &- 一 联 的 ， 则 图 的 顶 集 症 有 二 互 质 的 子 集 六 与 六， 其 
中 和 基 1|=1 这 1，| 天 ,| =n: 之 1 满足 条 件 ， 

nt+Hs + (RkR-1)=n, 
且 X: 中 任 一 点 ， 其 景 大 次 数 不 超 过 

i+ RR- 2 {i=1.2) 

证 由 于 图 全 不 是 & 一 联 的 ， 故 

rR 1, 
在 图 G 中 存在 断 集 C，|C| =R- 1 ,，C 将 六 玲 成 二 子 集 XX ， 久 ，， 
Xl Eb XN X=6 [Xi =n (DP1) 1 全 | 9 
《之 1)， 则 

1 十 Hs 十 名 一 上 二 和 
到 改 避 C， 则 | JCI=mT+R- 工 。 由 于 瑟瑟 2 被 C 隔 断 ， 
失 帅 任 一 点 与 站 z 中 任 一 点 均 不 能 相 邻 ， 故 关 i UC 中 的 点 ， 
其 级 大 次 数 不 超 过 mm +R- 2，(i=1,2)。 

《证 毕 ) 

据 定 理 8.2 当 R= 1， 则 w(G) = 0 故国 G 是 不 联接 的 。 
因此 ， 存 下 

推理 8.2。 设 园 C 的 顶点 句号 为 Xl，xi，…， xznm 使 

do Cx1) Ede (Cx) Lde (Xn ) =A, 
县 de (Xj ) 之 7《 对 一 切 j 坊 n -1 -1 均 戌 立 》， 
则 G 是 联接 的 。 

证 设 个 不 联接 ， 在 定理 8.2 中 到 = 4， 设 xn GE 了 
风 [X= 人 A+i, Xl-n 人 Sn-AA-1, 

车 xn2€ 针 ,， 则 de 《xn ) sz- IT。 但 不 设 dc (xns ) 之 ns 
这 是 矛盾 。 
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车 xn: 千 不 :， 在 励 * 中 至 少将 有 一 点 xz:， 其 中 
1a27 9 据 假设 de (xi ) 之 dc (xn ) S12 y 
但 据 定理 8.2，de ( x5 ) <fa ~ 1 ， 这 是 矛盾 。 
1 《证 毕 》 
推理 8.26 设 图 G = (多 ,EE) 的 顶点 编号 为 x1 ,x:,…,*n 使 
de (x1) de (Xs) 式 …&dc (xn )=A， 并 设 存在 整数 
&，0 坟 R<n， 使 
d(x ) ji+k-1 对 一 团 j= 1, 2 1-1-delxnitt) 
均 成 立 ， 则 图 G 是 P 一 联 的 。 
证 在 图 GC 趾 任 取 4SX，141=-R- 1。 作 
G’=Gra, 
并 序列 G' 的 项， 成 * 1 ，x， ，…，2 ak+1 使 
do' (x do! (x Edo! (x 141) = A 
就 图 G6!' 而 言 ， 设 
hIX| -A -1， 
则 
h(n~ht+l) -ac (xtw1)—-1o 
据 G' 的 构造 


doer CX ott) Pde (xnott1 ) ~ (Rk- 1), 


故 
RS Cn-k+t1) -LdoCx it) -Rt+t123-1 
=n—de (Xt)— 1 
据 推理 假设 
de Cx) ht+ (hk- 1), 
由 此 可 知 
do (C(x) Pde (x ) -|AlPh+ (RkR-1) 
-Ch-1)=h 


据 推理 8,26, 知 图 G' 是 联接 的 。 图 G' 是 在 G 中 任意 去 掉 顶 集 4 
得 到 的 图 ， 即 在 图 G 中 任意 去 掉 & 一 1 个 顶 , 图 G 均 不 被 截断 ， 
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故 G 是 & 联 的 。 
《证 毕 ) 
推理 8.2。 设 图 C 是 # 阶 的 ， 且 不 是 完全 图 ， 则 
#(G)P26(G)+2-n, 
证 图 G 不 是 (x+ 1 ) 联 的 ， 取 #=w+ 1 代入 定理 8,2 便 
有 
N= 1th tr fe 二 1 {i=1,2) 
故 #2 26+2 -Ho 
《证 毕 ) 
定理 8.3 已 给 非 负 整 数 ",6, x， 与 1， 存在 n 阶 单纯 图 G， 
使 5(G)》=6, xk(G)=k，2《G)=4, 其 充分 和 必要 条 件 是 
下 三 条 件 有 一 成 立 ， 
(i) 0 Kr [2 
(ii)1<26+2 -nxrA= cn- 1 
(i) r=2=6=n- 1。 
证 必要 性 
Ca)G=Kn, 则 x=4=6=n- 1 此 即 Ciiiy 
《b ) G 寺 Ks， 于 此 分 两 种 情况 : 
《ea ) 图 G 是 断 的 ,在 定理 8,2 中 取 &= 1 ， 便 有 


《= 0， 又 26+ 3 -0 导致 os 2<Cn/2) 
此 即 (i) 。 


当然 ， 一 个 联接 图 ， 其 a 
mp pk 4, 6, 也 可 能 满足 < 
Ci ， 例 如 图 8.2 便 是 这 一 
样 一 个 图 。 图 8.2 
芝 个 图 它 的 nC(G) =10，k= 2，1 3,，0= 4 
(6) 图 G 是 联接 的 ， 若 26+ 2 -as 0， 出 现 情 


训 习 )， 
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车 26+2 -~ 
件 (i)。 
充分 性 ” 设 已 维 %"，x，4,，65， 满 足 三 条 件 由 任 一 条 ， 往 证 
醒 有 图 G， 确 取 |Gl=n, x(G}=x， 2(G)=4, 56(G)= 6, 
Ca) 当 (i) 成立， 由 于 6<Cn/23, 取 G1= Katl, Gs: 
= Kn~5-1， 又 由 于 K<6， 在 个 1 吊 取 #1，420 st 等 K 个 点 ， 
同样 在 G ,中 取 x 个 点 ，V4，52,…，J4， 联 过 #40.，4202, my 
we Du， 百联 一 kK 条 这 Wio0; ( 0jE Gs 9j0i (i=1，2, Kk) 
这 样 的 点 ,由 于 4<6< Cn/2D 总 是 存在 的 ) 便 得 岁 G。 满 足 (i) 。 下 
图 8,3 便 是 这 样 一 个 图 ， 其 n= |G|=9， k=1，%=2,，6=3。 


1 ， 出 现 情况 (ii ) 。 一 条 长 为 2 的 链 满 足 条 


kh 


图 8.3 


cb ) 当 (ii) 成 立 取 C -KK,,，G, =Ka, Gs = Kg, 
其 中 oe= [Cm-x)/23, b=[C(n- 1-K)/2)。 命 Go=G1i+ 
《GsUGs)*， 再 向 Gt 加 进 一 点 ov， 联 到 G 的 各 项， 并 联 到 
Gs 的 6-* 个 顶 , 便 得 洲 足 变 求 的 图 G。 下 图 8,4 便 是 这 样 一 个 
图 ， 读 者 不 难 验证 这 个 作法 的 正确 性 。 

(ec) 当 ( 证 ) 成 立 取 G= 天。 即 得 。 


#*: 两 个 医 G1 与 G2 的 并 记 作 GH Ga 
PCGz ) .五 (GIUGa ) =BE( GI UE 
两 个 图 @: 与 Gi 的 联 记 第 Ci+ Gz 
G3 的 每 个 顶点 的 边 所 组 或 。 类 从 闻 可。 
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$2 集 块 

已 给 图 G, 设 子 图 G4 是 疼 G 的 元 断 点 的 联接 子 图 , 且 G4 是 
具 此 性 质 的 最 大 子 图 ， 则 G4 称 为 图 C 的 一 个 集 块 。 集 块 里 是 、 
不 含 桥 边 的 。 又 一 个 图 G6 是 2 一 联 的 , 当 且 仅 当 这 个 图 是 联接 
的 ， 其 阶 8 之 3 ， 且 不 含 断 点 。 故 一 个 集 块 或 是 2 一 联 的 ( 当 
141> 2 ) 或 是 一 条 桥 边 〔( 当 [41 = 2 ) 或 者 仅 是 一 个 孤立 点 
〈 当 |4j = 1)。 

例 ; 下 图 8,.5《 一 ) 是 原 图 ， 分 离 成 集 块 为 【二 ) : 


以 下 将 研究 一 个 单纯 联接 图 ,其 断 点 和 其 边 数 之 间 的 关系 。 

一 个 n( 之 2 ) 阶 的 单纯 联 搂 图 C ， 总 可 作出 其 跨 顶 树 ， 但 
每 个 树 至 少 有 二 车 挂 点 (推理 2.3o》, 很 明显 ， 这 样 的 顶 ， 不 
可 能 是 图 C 的 断 点 。 故 任 一 单纯 联接 图 C， 至 少 有 二 非 断 点 。 

定理 8.4 ( Ramachandra Raof1968] ) 阶 n 之 2 的 单纯 联 
接 图 G， 具 r 个 断 点 ， 这 种 图 所 可 能 含有 的 被 大 边 数 是 

(Yo) +r 

证 ”1 .由 于 图 C 至 少 含 二 非 断 点 ，? -+ 之 2 恒 成 立 故 
定理 中 的 公式 是 有 意义 的 。 

2 。 联 搂 图 CG， 弃 有 个 断 点 ， 按 上 面 的 办 法 ， 将 C 自 断 
点 处 分 开 ， 至 少 可 得 r+1 个 集 块 。 命 p 为 其 集 块 的 总 个 数 ， 则 
之 r+1， 且 每 一 集 块 ， 至 少 含 二 顶点 。 设 第 i 个 集 块 的 顶 数 为 
#4 ， 对 集 块 的 个 数 进行 归纳 ， 可 知 : 


4 
Sn=n+p- 1。 


并 


8 。 设 "与 7 固定 ， 分 配 集 块 的 个 数 ， 并 尽 可 能 将 每 个 集 妃 
变 成 集团 * , 则 这 样 的 单纯 联接 图 G、 所 可 能 包含 的 极 大 边 数 
将 是 ; 


人 二 
max ， ZC )/ Enis phn 2 


Ml 


# 由 2 个 点 组 成 的 完全 图 ， 称 为 一 个 全 因 。 
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4 2 
= max (过 号 -二 Cntp-1) | 


-maz|( Zn }/,- En mi 二 apn | 


C3) jl2, ee pp) 


i } 
Ci j=1,2, 1 p) 
了 
max ("Pl1)- Dn nl 人 


! 
i 


在 条 件 # 宛 2，Zn =n1+p-1， 取 #1 = f= 


= 2, np= (n+p-1)-2(p-1)=n p+1, 
将 使 之 9mj 达 到 极 小 。 
让 二 


亦 即 使 SC 过 到 极 大 ， 


os (CE) /sr npn er 


) 
-Re (人 1 


由 于 (2 )- (2 ) -gl 只 须 g- 1>1， 便 有 


C2): C0) 2321)+ Crane+H)。 
2 ¥) /Ennat pls, pre] 
(CD 《证 间 ) 
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这 样 的 边 数 报 大 的 网 ， 甚 易 灼 造 如 次 ， 作 集团 及 so- ， 再 
自 集团 的 任 一 顶 ， 作 一 长 为 /的 初级 链 。 这 个 图 兢 有 ("2") 
+r 条 边 ， 且 在 mr 固定 的 情况 下 ， 其 这 数 达 到 极 大 。 


ww ~ 
4959.f=5, 这 笋 =11, 达 芭 极 大 


图 8.6 


$ 3 典 格 尔 定 还 在 图 的 联接 性 上 的 应 用 


在 第 七 章 8 1 里 ,我 们 用 网 络 流 的 理论 ， 证 明了 先 向 图 与 
省 向 加 的 蒙 格 尔 定理 。 本 节 我 们 将 往 研究 这 格 尔 定理 在 图 的 联 
接 性 上 的 应 用 。 

定理 8,5， 单纯 联接 图 G 是 -一 联 的 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 
任 二 相 异 点 s 与 {之 间 ， 可 联 # 条 项 互 质 的 链 。 

证 设 #= 1， 由 于 图 @ 是 联接 的 ， 按 定义 ，s 与 {之 间 应 
有 链 相 联 。 放 以 下 就 > 2 来 证 明 本 定理 。 

必要 性 设 C=《 瑟 ， 瑟 ) 是 已 给 的 4 一 联 图 ,车 s 与 上 不 相 
邻 ， 据 定理 7.4，s 与 1 之 间 可 联 # 条 点 互 质 的 链 。 

车 s 与 1 相 邻 ， 而 定理 不 成 立 , 月 G 去 掉 边 [s， 站 得 图 G@'。 
在 图 G' 时 ,不 能 有 hh -~ 1 条 点 气质 的 链 ， 联 接 * 与 +。 故 损 同一 
定理 ， 在 G 里 存在 点 集 4C 二 -~ { s, t} 其 |4| 志 有 -2， 截 断 s 
与 i。 故 

1X1-1AlS>h+1- (h- 2)= 83， 
郑 在 卫 - 4 中 至 少 存在 一 点 ec 三 s，1，c 拒 4。 
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在 图 6/ 中 车 c 与 s 相 邻 ， 则 c 与 :有 链 相 联 ， 不 经 过 4( 即 
这 个 甸 ， 不 用 4 中 的 点 ) 。 车 c 与 5 不 相 邻 ， 在 原 图 6G 中 ，c 与 
之 间 有 8 条 点 互 质 的 链 相 联 。 在 G“ 中, c 与 s 之 间 应 有 -4 条 点 
互 质 的 链 相 联 。 但 14 < - 1 ， 故 其 中 至 少 有 一 条 链 ， 不 过 . 
点 集 4。 同 理 在 c 与 {之 间 、 也 至 少 有 一 条 链 不 过 4。 故 在 图 GG@” 
中 s 与 之 间 有 链 相 联 ， 不 过 点 集 44， 这 与 4 的 定义 相 矛 技 。 故 当 
5 与 1 相 邻 ， 定 理 同样 成 立 。 

夺 分 性 ” 设 任 二 相 异 点 之 间 ， 可 用 条 点 互 质 的 链 相 
联 ， 往 证 图 如是 5 一 联 的。 首先 ， 这 个 图 是 联接 的 。 其 次 ， 
最 多 只 有 一 条 链 ， 其 长 为 1， 而 其 余 8- 1 条 链 ， 至 少 都 包含 
一 点 异 于 与 世故 其 合 ,至 少 包含 A- 荆 个 不 同 的 点 ， 异 于 s 与 1。 
故 nCh- 1)+2=h+1>h, 
更 即 hen~ 1 

最 后 图 人 不 能 有 断 集 4， 其 |41<4e。 否则 ， 巳 - 4 至 少将 
含 二 分 子 图 ， 在 每 个 分 子 图 中 分 别 各 取 一 点 与 1， 按 假设 ， 
s 与 ! 之 间 有 # 条 点 互 质 的 链 相 联 。 这 些 链 都 应 通过 4， 可 是 
1]41<5，-4 中 不 可 能 有 4 个 不 同 的 点 这 是 矛盾 。 改 图 G 的 任 一 
斯 集 4， 其 维 | 4| 之 h。 故 

“(GCG)=min{|Al} 2h, 

亦 即 图 G 是 6 一 联 的 。 《证 毕 ) 

推理 8.5。 设 图 CG 是 一 联 的 (有 > 2 ) ， 则 在 G 里 任 意志 
掉 一 边 或 任意 去 掉 一 顶 所 得 图 G 是 (上 - 1 ) 一 联 的 。 

证 在 新 图 G 中 ， 任 二 相 异 顶 与 ! 之 间 ， 至 少 有 8# - 1 条 
点 互 质 的 链 相 联 。 《证 毕 

推理 8,56。 设 图 G 是 ji~- 联 的 ,( hz>2 ) ， 则 G 的 任 二 相 异 


顶 s 与 {， 但 同 在 《名 ) 个 不 同 初级 团 上 。 


证 在 * 与 ! 之 间 的 5 条 点 互 质 的 链 上 ， 任 取 二 条 链 便 构 成 
一 个 初级 圈 禽 * 与 je 《证 毕 > 
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推理 8.5。 设 图 G 是 :一 联 的 ，B = {51,68:,.,b } ， 其 
中 上 个 点 互 不 相同 。 又 4 EX ~8， 则 自 a 至 可 联 # 条 点 互 质 的 
( 点 o 除 外 ) 初级 链 。 

证 任 取 另 一 个 新 点 z， 加 进 z， 自 z 到 bi ( i=1,2,.…,hk) 
各 联 一 边 ， 得 新 图 G 。 往 证 C 是 4 一 联 的 。 

在 图 G’ 中 ， 任 取 顶 集 S， 其 维 |S| 所 -1,， 车 2 钨 S， 则 
G'-S=GU{z}-S=(G-5S)U {2} 是 联接 的 。 车 zE5S 则 
G'-S-GU{z} -$=G-(S-z), |S-z|<h~1, 故 
G'~S=G- (5S-z) 是 联接 的 。 故 任 取 #~ 1 个 点 的 集合 ， 不 
能 截断 图 G' , 故 G' 是 6 一 联 的 ,G' 既 是 6 一 联 的 , 据 定理 8.5,4 与 
z 之 间 应 有 # 条 点 互 质 的 链 相 联 ， 这 些 链 必 须 通过 已 中 请 点 ， 
故 c 到 五 中 各 有 一 条 链 ， 除 0 点 外 无 公共 点 。 

《证 毕 ) 

其 实 ， 这 个 推理 的 六 也 成 立 ， 因 若 1G1ZPR+ 1 ， 但 项 x,y 
被 一 工 个 点 截断 ， 命 这 些 点 的 集合 是 S, 则 x 到 { SUy } 便 不 
可 能 有 个 点 互 质 的 链 。 

自 o 到 B 的 k 条 点 互 质 的 初级 链 ( a 除外 ) 所 构成 的 图 形 称 为 
a 一 B 理 。 

推理 8.54 设 图 C=〈 基 ,已 ) 是 一 联 的 (hh 之 2 ) 。 在 G 
中 任 取 二 相 腊 边 e1 与 6:s， 并 另 取 h- 2 个 相 蜡 顶 @1，6:，…， 
44-z， 恒 存在 初级 圈 通 过 这 些 边 与 顶 。 

证 1。 设 h= 2， 此 时 只 有 二 边 e: 与 ,， 在 e! 与 ez: 上 分 
员 各 加 一 点 sEe:，ftEe:, 据 推理 8 .5 的 证 ， 知 所 得 的 图 G' 仍 
是 2 一 联 的 。 故 * 与 :在 一 个 初级 图 上 ， 这 个 初级 圈 须 过 e 与 e， 
二 边 。 

2 。 让 #> 2， 用 归纳 证 法 ， 设 对 一 切 & 一 联 的 图 ， 当 < 
时 ， 定 理 成 立 ， 往 证 定理 对 于 /也 成 立 。 

可 以 假定 cl ,gs，…，ci-: 诸 点 没有 一 个 是 e 与 e: 的 端点 ， 
否则 点 数 少 于 h - 2 , 据 归纳 假设 定理 已 成 立 。 
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去 掉 点 a;-，,， 则 图 G -~ ai- 是 (#- 1) 一 联 的 (推理 8.5a) 。 
据 归 纳 假设 ， 边 e,，es 与 点 41，4s，…，9;-: 应 在 一 个 初级 图 
Ho 上 ， 命 召 为 Ho 上 的 顶 集 。 则 召 除 包含 ct，a:，…，Gi- ;之 外 ,至 
少 应 再 含 e, 与 e: 的 端点 , 故 |8| 之 ,所 推理 8.5c 自 oi- 到 8( 即 
到 pu。 上 ) 可 联 8 条 项 互 质 的 初级 链 ， 并 可 假定 这 些 链 各 只 与 4 
相交 于 一 点 ， 设 这 些 初 级 链 是 pCas-2, 61), Hata-2,602] ， 
REG 9 2 并 可 假定 61,，5,，…，b, 诸 点 是 技 这 样 的 顺 
庆 排 列 在 园 /5 上 的 ， 这 些 点 在 
Lo 上 共 构 成 # 个 间隔 ， 于 是 便 
可 假定 Ga …， 608-a， 
el,e: 等 -1 个 元 素 , 没 有 一 个 
在 某 一 问 隔 内 , 设 这 个 间 隔 是 
[bi， 652] ， 则 下 列 初 级 图 
图 8,7 《如 图 8.7 所 示 》 
HLas-2sba dt ioCbs, bs + uoCbs » b1I— HCai-2sb1) 
倒是 定理 所 要 求 的 那样 的 图 。 


(证 毕 ) 

推理 8.5。 设 单纯 图 G 是 6 一 联 的 (和 2>2 ) ， 在 G6 上 任 取 6 个 
点 ， 证 有 初级 圈 ， 过 所 给 的 上 点 。 

证 设 所 给 的 点 是 al，cz，… ,ah 可 任 取 二 边 ei= [x， 
G4-1] ， 与 e: =53，o J。 据 推理 8.5。。 有 初级 图 过 ee: ， 
41，4s，"…，。04-s， 这 个 初级 圈 含 所 有 原 给 的 个 点 。 

(证 毕 ) 

关于 边 联 的 问题 ， 据 定理 ?7.1 与 定理 7.2， 可 仿照 点 联 的 方 
法 进行 研究 ， 这 里 就 不 详细 讨论 了 。 下 面 再 给 出 几 个 定理 ， 
作为 本 节 的 结尾 。 

定理 8.6 ”联接 图 C 的 一 边 是 一 条 桥 边 当 且 仅 当 图 G 困 没 
有 初级 圈 包 含 这 条 边 。 

证 设 边 fg， 不 是 桥 边 ， 会 去 该 边 ， 图 不 被 截断 。 故 顶 
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9 与 b 之 间 ， 有 初级 链 上 Ca， 的 相 联 ， 边 ka， 的 与 初级 链 形 
[e， 交 构成 一 个 初级 图 。 

设 边 [a， 的 在 一 个 初级 圈 上 ， 含 去 该 边 ， 将 不 截断 原 图 ， 
故 边 [o，b 不 是 桥 边 。 


《证 毕 ) 
定理 8.7 联接 图 6G 是 2 一 边 联 的 , 当 且 仅 当 其 每 一 边 都 在 
一 个 初级 贺 上 。 
证 自 定理 8.6 知 图 G 没 有 桥 边 。 
《证 毕 》 


总 结 以 上 所 论 专 就 2 一 联 图 来 讲 ， 下 二 定理 显然 都 成 立 。 

定理 8.8 设 图 C 是 联接 的 ， 其 阶 "之 3 ， 则 下 述 条 件 是 等 
价 的 ; 

(1) 9 是 2 一 联 的 。 

(2) ”GG 无 断 点 。 

(3) 任 二 点 在 同一 初级 网 上。 

《4) 任 二 边 在 同一 初级 圈 上 。 

《5) ， 任 一 顶 和 任 一 边 在 同一 初级 圈 上 。 

证 显然 

定理 8.9 ”图 G6 是 联接 的 ， 其 阶 n 之 3， 则 下 述 条 件 是 等 价 
的 ， 

(1) ”G6 是 2 一 边 联 的 。 

《2) ”GG 元 桥 边 。 

《8) ” 任 二 边 在 同一 圈 上 。 

(C4) 任 二 项 在 同一 加 上 。 

《5) 任 一 边 和 任 一 项 在 同一 图 上 。 

证 显然。 但 须 注 意 的 是 ， 本 定理 中 的 图 ， 不 是 初级 照 。 
即 在 这 样 的 轿 里 ， 可 能 有 重复 的 顶 ， 如 下 图 8.8 是 2 一 边 联 
的 ， 但 它 是 1 一 点 联 的 。 其 中 任 二 项 或 任 二 边 ， 则 不 一 定 在 同 
一 个 “初级 ” 轿 上 ， 但 在 同一 个 光 重 复 边 的 固 上 。 
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Sd 


图 3.8 


推理 8.9， 图 G= (XX, 瑟 ) ,其 阶 n2>h+1(h>2 )。 
图 G 是 一 联 的 ， 当 且 仅 当 对 每 一 (&- 2 ) 子 集 U (Cc 庆 )， 
在 子 图 G:-z 中 伍 有 初级 轩 ， 含 其 中 任 二 相 异 顶 x 与 。 

推理 8.95 图 G - (下 ， 吾 ) 至 少 含 &+ 1(k 沙 2 ) 条 边 。 图 人 
是 一 边 联 的 ， 当 上 且 仅 当 对 每 一 CR- 2 ) 一 子 集 F (CE )， 
部 份 图 6 一 F 里 注 有 图 ， 包 含 其 中 任 二 相 异 边 e 与 f。 

证 应 用 定理 8.8 与 定理 8.9 即 可 推 得 本 推理 。 


54 断 量 与 边 数 

在 这 一 节 ， 我 们 将 研究 这 样 的 问题 ， 已 给 定 4 个 点 ， 假 设 
再 给 定 m 条 线 ， 用 这 些 点 和 线 ， 构 造 出 一 个 单纯 图 ， 使 其 断 量 
+ 达到 极 火 ， 并 要 求 找 出 这 个 极 大 。 又 车 已 给 定 ” 个 点 ， 再 给 
定 一 个 非 负 整 数 <， 要 求 作出 一 个 s 阶 的 单纯 图 G 具 已 知 断 量 x， 
而 所 使 用 的 边 数 m 达 到 极 小 ， 并 要 求 找 出 这 个 极 个 。 下 面 ， 我 
们 可 以 看 到 ， 这 两 个 问题 实际 .上 是 一 个 问题 的 两 个 方面 。 

定 更 8,10 《〈 Harary ) 给 定 正 整 数 +、m， 满 足 条 件 

0 <n— 1<ms(2) ， 

则 maxk (G) =rmaxht GG) = [C2m/n) ， 
其 中 极 大 是 对 所 有 具 # 个 项 m 条 边 的 单纯 图 G = (二 ,已 ) 而 言 的 。 

证 1 。 当 m<n-1, 图 G= (无, EE), 其 中 |X|=n， 
1E1=m， 是 不 联接 的 ， 此 时 , 便 有 *(G)=4CG)= 0， 
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故 在 下 面 的 研究 中 ， 这 种 情况 排除 在 外 。 
对 任何 图 G， 恒 有 


n6< 2 my 
获 < 2 m/n, 
或 mn6/ 2 。 


给 定 n 与 m，5= {2m/n) 达到 极 大 ， 给 定 ?与 6， 
出 m= [n6/ 2 * 达 到 极 小 。 
故 若 给 定 n 与 m， 任 一 图 G = (六,， EE) 其 |X1=n, [E|=m 
的 ， 置 有 
# (GIEACGI EE(G) ES [2m/n) 。 
以 下 往 证 ， 可 以 实际 作出 图 6 来， 使 
x(G)= [2m/n), 
这 样 使 有 
mazxk (G) =maxi(G) =maxd (GG) = [2m/n] 
满足 定理 的 要 求 。 
又 可 注意 ， 当 和 =#- 1 、 而 图 G6 又 是 联接 的 ， 图 GG 是 一 个 
树 ， 故 
maxx (G) =maxt(G) =1=6(G) = [2m/n 


当 m=《”)， 到 图 C=Kn， 于 是 


maxxk (G) =maxh(G) -0G) =n-1=C2m/n, 
在 下 面 的 讨论 中 ， 假 设 已 给 定 x 与 5， 且 只 注意 情况 
3&6<n- lo 

2 。 作 图 

第 一 步 ， 作 初级 图 4,， 含 n 个 顶 。 

第 二 步 ，p。 上 任 二 项 ， 共 距离 全 [6/2 的 ， 联 边 。 

第 三 步 : 如 有 必要 ， 再 联 对 角 线 ， 使 相 联 二 顶 消 kr 的 距 
离 委 [2] 并 使 最 后 所 得 图 的 每 一 顶 ， 其 次 数 是 56， 最 多 只 
有 一 硕 ， 其 次 数 是 6 + 1。 
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这 样 作 得 的 图 ， 记 为 及 3.n。 
例 接 上 法 ， 作 得 图 G 如 下 : 
(—)n=8, 6=4, (二 )n=8. 6=5 


1 Hes 1 
图 3.9 (一 )H4.8 图 8.9 (二 ) Hs.8 
(三 )#= 9, 6=5 《四 ) n= 9, 6=6 


图 89 {三 ) Hi.9 图 8.9 (WI) He.9 


一 般 ， 在 5 是 偶数 时 ,无 论 "是 奇数 或 偶数 ， 由 于 6<n- hb 
在 作 图 时 ， 只 须 作 完 第 二 步 ， 即 已 得 满足 要 求 的 图 。 因 此 ， 在 
猎 究 一 般 情况 时 ， 内 考虑 上 面 (一 )、〈 二 ) 、《 三 ) 三 种 情况 。 
3 ， 在 一 般 情况 ， 取 个 点 为 0， 鞋 ，2，…，#- le 
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《一 ) 4= 2r， 按 作法 ， 作 到 第 二 步 ， 如 图 (一) 、( 四 》 
那 祥 ， 每 二 顶 i，j。 其 |i 一 月 太 5/2( 模 n ) 的 ， 均 有 联 边 ， 些 
时 每 项 的 次 数 都 是 6。 

(二 )#n=21，6=2r+1， 作 得 的 图 ， 如 (二 ) 那样 每 
二 顶 i,j， 其 li ~ 让 Sr， 均 有 边 相 联 外 ,再 进行 作法 的 第 三 步 。 
作 图 pn 的 [条 对 角 线 ， 其 二 项:，j 之 差 的 绝对 值 ,i - i| =1， 此 
时 ， 每 顶 的 次 数 都 是 6 2r + 1。 

《三 )n=21+ 1 6=2r+1， 作 得 的 图 ， 如 (三 ) 那样 ， 
每 二 顶 i,j， 其 差 的 绝对 值 1i- j|< 志 + 的 均 有 联 边 ， 二 顶 i,j 之 兰 
的 绝对 值 1i -j=【+1 的 ， 有 联 边 ， 并 再 在 一 顶 i 上 联 到 顶 j， 
使 i 一 着 =1， 此 时 第 ?点 的 次 数 是 6 + 1， 其 他 各 顶 均 为 6。 

以 上 作 得 的 图 G, 其 |Gl=n, 6(G)=6,m(G})= 
[rn6/2] *。 

4 。 往 证 这 样 作 得 的 图 G， 汰 x (GG) =6(G)。 

记 2% 个 顶点 为 0，1，2，…，8- 1， 设 广 是 一 个 断 集 ， 
其 维 1V’| <5。 

再 设 i,j 是 被 截断 的 二 顶 ， 于 是 图 的 4 个 顶 可 分 成 二 部 份 

S= {i irl, ,7-1, 1} ( 模 n》 
T= {1 1+t1, oe, il, ii} 《 模 n 》 

(Ci) 设 5=27 ( <n~-1) ,| |<<2r,V1 二 5S 或 T 的 交 亿 总 

有 一 个 其 维 小 于 r， 设 

IsSNV'|<r, 
其 在 3 -VV' 中 ， 总 有 点 1， 计 ，ii，…，j 等 ,全 |i- 记 | 
| 六 ~~ 记 |，…，| 计 ~ 中 克 7r， 风 而 有 链 ， 自 i 通 到 j， 这 是 巴 
盾 。 

〔 站 ) 投 6=2r 了 1，| 这 |< 之 2r，VV 人 与 S$ 或 的 交集 冲 有 一 
个 其 维修 于 r， 如 上 所 证 ， 总 可 有 链 自 1 通 到 7， 这 是 矛盾 。 

(i) 设 6=2r+1，1V'|=2r， 当 VV 与 5 或 ?的 交集 , 其 
维 小 于 r。 如 上 记 证 ， 有 链 自 ; 通 向 7， 这 是 矛盾 。 
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(iw 设 8=2r+1， IV 1=2r, 而 'SNV =ITUV I=+r, 
由 于 6<n 1， 有 ?< 了 3， 与 ;不 可 能 是 对 角 线 的 端点 ， 帮 
”5 或 7 中 ， 必 有 一 个 其 所 含 点 数 不 小 于 mj/2+1， 设 
151> -2 +1， 则 在 S 里 总 有 链 自 通 向 j， 这 是 饿 盾 。 
综合 以 下 讨论 ， 知 k < 之 6 不 能 成 立 ， 于 是 有 
nA(G)Y -CY -SG)= [2m/n, 
即 x ( G1 达到 极 天 。 (证 毕 》 
由 以 上 论证 ， 可 知 当 给 定 4 与 < ( k<n- 1) ， 则 所 有 的 赂 
G 中 ， 其 1G=m keCG)=x 的 ， 鞭 minam(G)》 = [axf/29*, 
车 事先 给 定 n 与 m《 m2>4 -1) , 则 所 有 的 图 G 中 ， 其 1G1 -4 
mCG)=m 的 ,其 naxx (G) :7(G) -6CG) = [2m/n), 


$5 极 小 2 一 一 联 图 的 结构 


一 个 8 一 联 园 CG， 假 使 去 掉 它 的 一 边 [x，y] 《 以 下 简写 
作 xy ) G 便 失去 了 k 一 联 的 性 质 ， 那 么 ， 边 *y 称 为 是 一 联 图 
G 的 关键 边 。 假 使 6 一 联 图 的 每 一 边 都 是 关键 性 的， 图 G 便 称 
为 是 极 小 & 一 联 的 。 因 此 一 个 图 G 是 航 小 & 一 联 的 ， 其 充分 和 必 
要 条 件 是 这 个 图 C 是 & 一 联 的 ， 辽 其 每 一 边 是 关键 性 的 。 

本 节 ， 我 们 将 往 研究 极 小 2 一 联 图 的 结构 。 

在 $ 1 我 们 管 经 讲 过 图 G 的 集 块 ， 所 谓 集 块 ， 是 图 GG 的 一 
个 最 大 于 图 ， 联 接 ， 上 且 不 含 断 点 。 设 图 G 无 孤立 顶 ， 则 其 集 块 
或 是 2 一 联 的 ， 或 是 一 个 桥 边 。 以 下 假定 图 G 无 预 立 项 ， 命 其 
集 块 的 集合 是 {,，B,，-…，P，} ， 取 这 些 集 块 做 项 ， 每 
二 集 块 Bi 与 Bi 有 断 点 相 联 的 ， 联 边 ， 便 得 一 个 新 图 ， 称 为 
原 图 G 的 集 严 图 ， 记 为 了 (G )。 设 将 原 图 G 的 集 块 和 断 点 作 
为 新 图 的 顶 ， 见 断 点 交 于 集 其 的 便 在 新 图 里 将 此 二 点 联 边 ， 这 
个 图 叫做 原 图 的 集 块 晰 点 玫 ， 记 作 ?c《CG ) 。 由 于 原 图 G 的 任 
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何 圈 ， 总 含 在 一 个 集 块 内 。 故 集 快 一 断 点 图 bc 〈G ) 是 不 含 图 
的 ， 即 Bec《G ) 总 是 一 个 休 。 联 接 而 又 不 是 2 一 联 的 图 ， 总 有 
断 点 ， 它 的 bc 《局 ) 至 少 是 一 棵 树 ， 含 二 悬挂 点 ， 这 二 点 囊 示 
两 个 集 块 。 故 联接 而 又 不 是 2 一 联 的 图 G， 它 的 bc 〈 GG) 至 少 
有 二 端点 ， 是 原 图 的 两 个 集 块 ， 如 下 网 8.10《 一 ) 是 原 图 ，。 
(二 ) 是 它 的 集 块 图 《 三 ) 是 它 的 集 抉 一 断 点 图 ， 


图 8.10 (三 ) 和 集 块 一 断 点 习 
上 面 已 经 讲 过 一 个 一 联 图 G， 它 是 极 小 8-- 联 的 ， 其 充分 
和 必要 条 件 是 G 的 每 一 边 都 是 关键 性 的 那么， 已 知 一 个 & 一 联 
图 ,又 怎么 去 判断 它 的 边 *y 是 关键 性 的 呢 ? 就 2 一 联 图 而 言 ， 
首先 有 下 
蛋 理 8.1 已 给 单纯 图 G，xy 古 其 一 边 ,命理 =G~xy， 则 
下 二 论断 是 等 价 的 ， 
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(i) 蜀 G 是 2 一 联 的 ， 边 xy 是 关键 性 的 5 

(ii ) 几 召 无 孤立 项 ，x 与 ?都 不 是 图 五 的 斯 点 ， 刀 的 集 
据 断 点 图 bc( 太 ) 有 一 条 [x，2?] 链 ，x 属 于 五 的 头 一 个 集 
卖 ，y 属 于 如 的 未 一 个 集 块 《 了 图 8.11) 。 

证 (ii) 之 (i) 是 很 明显 的 。 在 图 万 里 补 上 边 xy 得 原 
图 G， 这 个 图 显 是 2 一 联 的 ， 但 太 则 不 是 2 一 联 的 。 


区 8.1 

往 证 (i) 福 (ii): 

,第 --， 图 末 是 联接 的 ，ic( 廊 ) 是 一 标 树 。 

第 二 ，x，y6E 已 ，G-= +xy， 则 G-x= 召 -<x。 故 若 
x% 是 五 的 断 点 ，x 将 是 G 的 断 点 ， 这 不 可 能 。 故 x，? 都 不 是 末 
的 断 点 。 

第 三 ，bc (已 ) 是 一 模 树 (实际 是 一 个 链 )， 这 个 链 
有 二 端点 ， 设 C( 右 芍 一 个 集 决 ) 是 其 一 个 端点 ， 链 上 的 在 C 
中 的 唯一 的 一 个 断 点 记 为 c， 且 若 x* 与 ?没有 一 个 是 C 的 项 ， 则 
加 进 边 xy 将 不 是 联接 C 一 “的 一 个 项 到 吾 一 C 的 一 个 项 的 ， 政 
断 点 < 将 是 原 图 G 的 一 个 断 点 ， 这 是 矛 厦 。 


《证 毕 ) 
定理 8,11 设 图 G 是 2 一 联 的 ,a = xy 是 图 G 的 一 条 边 ， 边 c 
是 关键 性 的 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 ，G 一 a 里 无 图 同时 包含 x 与 
3， 亦 即 wa 不 是 图 CG 里 某 个 初级 圈 的 弦 。 故 一 个 2 一 联 图 是 极 小 
2 一 联 ， 当 且 仅 当 这 个 图 上 的 辐 不 含 纺 。 
证 充分 性 若 G 一 “里 无 图 同时 包含 * 与 y， 则 G- 不 是 
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2 一 联 蕉 ， 芍 a 是 关键 性 的 。 

必要 性 可 自 引 理 8.1 导 出 。 

《证 溃 ) 

推理 8.11， 设 图 G 是 2 一 联 的 ， 其 阶 n 送 4， 则 G 不 含 由 关 
键 性 的 边 所 构成 的 三 角形 。 

证 没 2 一 联 图 G 舍 关键 性 的 边 构成 的 三 角形 xyz， 命 
aEG 一 {x，3y，z }， 由 于 CG 是 2 -- 联 的 ， 据 推理 8,5, 存 
条 独立 的 链 ， 自 4 联 到 {x，y，=} 中 的 二 点 , 名 如 链 户 ; = C4， 
J，p2=5u, YJ， 且 pp 1 与 户 :慎独 立 的 ，z 苞 p1Upz， 二 是 得 
初级 轿 [up ;xzyps4u] 。 这 个 初级 圈 含 弦 x3y。 而 xy 是 关键 性 
的 ， 这 和 定理 8.11 序 盾 。 


(证 华 ) 
一 个 极 小 2 一 联 图 ,其 每 一 条 边 都 是 关键 性 的 ,因而 有 下 ; 
推理 8.11。 极 小 2 一 联 图 6G 的 任 一 2 一 联 子 图 是 极 小 2 
联 的 。 
证 设 某 个 2 一 联 子 图 不 是 极 小 的 ， 则 在 这 个 子 图 里 将 其 
现 一 条 边 吓 某 个 初级 圈 的 弦 。 回 到 原 图 ， 这 些 性 质 应 仍 存在 ， 
这 和 人 G 的 极 小 性 相 饿 盾 。 


(证 毕 》 

以 下 将 往 研究 极 小 2 一 联 图 的 结构 。 首 先 定义 所 谓 二 顶 的 
许可 性 。 已 给 图 G 的 二 项 ， 及 联 比 二 项 的 任 一 链 ， 在 此 链 上 ， 
任 二 顶 之 间 ， 如 有 联 边 ， 则 此 联 边 总 在 该 链 上 ， 则 此 二 项 称 为 
是 许可 的 。 上 定理 描述 一 般 极 小 2 一 联 图 的 结构 。 

定理 8.12 ”已 给 正 整数 8 1 ,对 每 一 个 整数 i(0< i 有 )， 
命 Gi 是 一 条 边 xixfi1!,， 或 是 一 个 极 小 2 一 联 图 ,包含 许可 


点 对 xi 与 */,1。 命 G 是 一 个 图 ， 得 自 U Gi ， 其 中 使 xi 与 


x! 重合 (TSISA ) 然后 再 联 边 x*oxi,1， 则 G 是 一 个 极 小 2 一 
联 图 。 
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反 过 来 ， 任 何 一 个 极 小 2 ~ 联 图 ， 都 可 以 撕 述 如 上 。 

证 充分 性 首先， 这样 构造 出 来 的 图 G 是 2 一 联 的 。 
其 次 ，CG 的 等 一 边 都 不 是 初级 圈 的 纺 ， 故 据 定理 811, 图 @G 是 极 
小 2 一 联 的 。 . 

必要 性 ” 设 G 是 极 小 2 一 联 的 ，xy 是 其 一 边 , 则 日 =G 
一 xy 将 如 引 理 8.1 所 讲 的 那 祥 ， 含 集 块 Bc ,8B.,B,,…，Bk (及 
之 1)， 其 中 Bi-1 二 Bi 有 一 个 公共 顶 xi ,x Eo,yEBk，, 且 顶 
XX Ya 2Xhb 各 不 相同 ， 图 及 会 链 [x，y] ， 仅 有 
顶 %i 与 %,4, 在 集 块 B; 内 。 据 定理 8.11, 顶 x; 与 x,4. 是 Bi 内 的 许 
可 点 对 ， 据 推理 8.116，Bi 或 者 是 一 条 边 〈 边 x,x,+，) 或 者 是 
一 个 极 小 2 一 联 图 。 

《证 毕 》 

定理 8.12 是 很 好 的 ， 具 体 给 出 了 极 小 2 一 联 图 的 整体 结 
构 。 以 下 将 进一步 研究 极 小 2 一 联 图 内 部 某 些 结构 形式 。 

定 再 8.13 设 G 是 一 个 极 小 2 一 联 鸭 ，x，y 是 G 的 一 对 许 
可 点 ， 则 每 一 条 [x - 7] 链 ， 都 含 CG 的 2 次 顶 。 

证 设 p=[xo XX (这 2 ,X05 xy) 是 一 
条 x 到 3》 的 链 ， 不 含 G 的 2 次 顶 。 自 图 G 售 去 bp 上 的 边 得 图 条、 
则 吾 不 含 孤 立 点 。 由 于 G 是 2 一 - 联 的 ， 玉 的 每 个 分 子 图 , 窑 少 应 
会 p 的 二 点 。 否 则 ， 将 有 rc x，y ) < 3， 这 不 可 能 。 又 属于 
五 的 同一 个 分 子 图 的 2 项 ， 在 Pp. 上 不 能 相 邻 。 辟 如 x;，xi41 是 
吾 里 同一 个 分 子 图 的 2 项， 由 自 x 公 y 可 联 一 条 链 ， 自 xX: 经 过 
那个 分 子 图 的 其 他 顶点 联 烈 *,+，， 再 联 到 y， 于 是 边 x, xi41 将 
不 是 这 个 链 上 的 边 ， 这 和 xy 的 许可 狂 相 沁 盾 。 

设 癌 是 百 的 某 个 分 子 图 里 [xf ~xj 和 链 (i<i 故 i&j-2) 
并 设 j-i 最 小 故居 (pnFCpsfxn %;}， 命 Pp， 
是 图 吾 和 的 分 子 图 CCx4l ) 果 《xy -xn 链 ， 问 样 使 
VCp)NV Cp ) = {x xl P11jps 是 点 互 质 的 ， 
和 否则， 在 万 里 将 窑 在 链 p3， 信 VV(p) 人 《ps) = {x 


189 


x+1 }， 这 不 可 能 。 


图 8.12 【二 ) 


或 者 1<2i (如 图 8.12( 一 》) 。 此 时 图 里 将 有 较 

Xipx, 力 ix bxiki D2x1， 这 个 图 到 xix,,, 为 弦 ， 这 是 蔬 
盾 。 或 者 [之 j， 则 在 图 G 里 ,有 链 xpxipixipx,+1 pax1py 《图 
8。12《 二 》) ,不 会 边 x,x,4; ， 这 和 x，y 的 许可 性 矛盾 。 链 所 
上 不 含 G 的 2 次 顶 导 致 耶 盾 ， 故 定理 得 证 。 

(证 毕 ) 

定理 8.14 设 G 是 一 个 极 小 2 一 联 图 ,但 不 是 一 个 圈 。 则 在 
G 肉 ， 每 一 个 圈 上 将 至 少 包含 二 项， 其 次 数 3 ， 且 此 二 顶 在 
央 上 被 2 次 顶 隔 开 。 

证 ” 设 x、? 是 一 条 边 ， 图 C 将 呈 下 形 〔 图 8g,13 ) ， 
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若 C 是 图 @G 的 一 个 团 ， 包 含 顶点 : 

Xo EK Kl Ko sy Ns A ye 
于 G 本 身 不 是 圈 ， 在 C 二 至 少将 出 现 一 对 点 xX， x ， 此 一 
顶 之 间 ， 不 是 一 条 边 , 而 是 许可 点 对 x 与 X,4, 之 间 的 一 条 链 。 
故 de (x，) 字 8，de (x ) 字 3， 上 且 和 链 [% 一 Xx,+:】 上 至 
少 有 一 2 次 顶 。 链 [Xi…x…y，…xX41】 上 也 至 少 有 一 个 2 
次 顶 。 即 在 圈 C 上 如 定理 8.14 所 云 ， 至 少 有 二 项 ， 其 次 数 之 3 ， 
且 此 二 顶 被 2 次 顶 所 分 卫 。 

定理 8.15 设 G 是 一 个 极 小 2 一 联 图 , 但 不 是 图 。 命 是 G 
的 2 次 顶 集 。 则 下 =G- 也 是 一 个 林 ， 至 少 具有 二 个 分 子 图 。 
子 图 G LD】 的 每 一 个 分 子 图 PP 是 一 条 链 ， 其 两 个 端点 ， 不 联 
接 林 下 的 同一 梨 树 。 

证 1。G 极 小 2 一 联 ， 但 不 是 图 . 据 定理 8.14, G 的 每 个 
图 上 ， 次 数 这 3 的 顶 总 被 3 次 项 所 分 隔 。 数 已 = G - 已 中 不 能 
再 有 图 ， 故 严 是 林 。 

2 。 GED 不 能 含 几 ， 因 这 样 的 圈 ， 也 应 是 图 C 里 的 圈 。 
据 定理 8.14， 其 上 应 有 次 数 之 3 的 项 ，G [DJ 是 林 ， 又 不 能 
含 次 数 之 3 的 项， 故 G 【了 的 每 个 分 于 图 都 应 是 链 。 

83， 车 G [DD] 里 一 条 链 的 两 个 端点 ， 联 接 林 到 里 同一 棵 
树 ， 则 G 时 将 出 现 圈 ， 其 上 次 数 之 $ 的 顶 将 不 被 2 次 顶 分 隔 ， 
这 和 定理 8.14 矛 盾 。 


《证 毕 》 

下 而 郴 个 定理 ， 将 给 出 极 小 2 一 联 图 里 二 次 顶 个 数 的 一 个 
下 界 ， 和 所 含 边 数 的 一 个 上 界 。 

定理 8.16 #4 阶 的 极 小 2 一 联 图 ， 至 少 含 (e+4)78 个 2 
次 顶 。 对 于 tn 三 1， 0《【 模 3 )， 这 个 结果 是 可 能 最 好 的 。 

证 1。 设 G 是 n 阶 的 极 小 3 一 联 图 ， 而 了 是 = 人 ~D 的 
一 个 t 阶 的 树 ，i 个 点 ， 其 次 数 之 3 ， 全 少 其 次 数 之 和 为 3t， 
这 个 树 共 有 # - 1 条 边 ， 故 1 个 顶 联 到 所 有 的 二 次 顶 的 边 ， 其 条 
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数 至 少 应 为 
31~2{f-1Y -1+2. 
又 下 蒜 少 有 二 个 分 -了 轿 。 设 下 的 阶 是 f{， 故 至 少 应 有 f+ 4 
条 边 自 天 联 型 已 故 有 
f+4=n-1D,+1<2|D! 


或 1D|> (nt 1), 
或 [DI Cy nt Dr 


2, 命 = 3p- 1 三 -1( 模 3 )， 取 hp~ 1 个 项 记 为 
xi x2 了 个 顶 yY 1 Ya 
然后 再 取 p+ 1 个 顶 zo ,zi，…,=,, 作 图 如 次 ( 见 图 8 '14): 


六 i 
.| 


Vi 


Ye 


图 8 14 


这 个 图 是 极 小 2 一 联 的 其 阶 a= 3 了- 1 三 -1( 模 8 )，3 次 
顶 的 集合 是 1xzi a 和 pl YY rp 了 
次 不 的 集合 是 已 = { z,，21，…，2, } 十 是 


IDI=C Cn 4) p+1。 
当 n= 3b=0【〔( 模 3 )， 同样 取 p 一 1 个 项 x, 与 p- 1 个 
顶 ?，， 再 到 请 + 2 个 顶 =>，， 作 图 如 下 《 见 图 83，15) ， 
这 个 图 是 极 小 2 一 获 的 ， 其 阶 a= 3 2 次 顶 的 个 数 是 
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图 8 :15 


IDI sc Cnt 4.0)"= pte (证 毕 》， 


定理 8.17 阶 n2%4 的 极 小 2 一 联 图 ,其 边 数 m<2n-4, 且 两 分 
图 K,，。-: 是 仅 有 的 阶 为 n 边 数 为 24- 4 的 极 小 2 一 联 图 。 
证 ，1。 去掉 2 次 顶 ，F = G - 吃 至 少 是 两 樟树 、 阶 为 4 一 
iDh 项 
mn~ | 也 | = 2 +21D| 
an Cr1DI+3)。 
原 图 本 少 有 两 个 顶 ， 基 次数 之 3 ， 故 
， HS 2 一 全、 
”2 。 商 分 图 玉 ，，。，, 显 是 极 小 2 一 联 的 ， 它 的 边 数 是 2r-4。 


.3 6， 书 一 联 图 的 结构 


本 节 净 儿 述 3 一 联 图 的 结构 ,这 是 Tutte 孝 授 所 做 的 工作 ; 
读者 可 参看 他 的 原文 ，Tutte,;W,T.A.Theory of 8 一 con- 
nected graphs, Indag, Math, 23C1961)441~455. 

为 此 ， 先 论述 极 小 & 一 联 图 的 基 些 性 质 。 

引 更 8.2 设 G 是 一 个 极 小 # 一 联 图 ，xy 是 G 的 一 边 ，S 是 
一 个 (R- 1 ) 一 集 ， 在 及 =G - xy 里 分 踊 互 。 则 妃 - S 恰 含 
两 个 分 子 图 ， 其 中 一 个 包含 x， 一 个 包含 y。 , 

”证 态 =G -xy 被 S$ 所 分 项 ， 电 ~S 是 不 联接 的 。 但 由 于 


图 @ 是 极 小 & 一 联 的 ， 对 五 - S 加 进 边 Yy， 所 得 图 是 联接 的 。 
《证 毕 》 
引 至 8.3 一 个 一 联 图 GG 是 极 小 & 一 联 的 ， 当 县 仅 当 对 每 
一 对 邻 点 x、》 有 x ( x，y ) = Re 
证 于 此 先 说 明 x (x，y ) 的 意义 , 设 x、y 是 一 对 非 邻 点 ， 
在 图 中 将 x 与 y 隔 断 的 极 小 的 点 数 称 为 x 与 y 的 局 部 顶 联接 数 。 
车 x 与 > 相 邻 ， 则 定义 二 者 的 局 部 顶 联接 数 为 <a ( x,y ) +1， 
其 中 豆 = G 一 xy。 由 此 定义 ， 显 见 
KG)= min {r(x,y)|x,yECG, %TFy}o 
同 理 ， 可 定义 4(x，y)， 且 也 有 
AG) = min { A(x, WIx, yEC, XHy}o 
现在 来 证 本 引 理 。 
充分 性 ” 设 对 任 一 对 邻 点 , 有 r(xy) = R， 合 去 边 xy ， 在 
图 百 =C-Yy 里 ，nn(xyy)=R- 1。Gxy( =G-xy) 便 已 
失去 kh 一 联 性 ， 故 G 是 极 小 #8 一 联 的 。 
必要 性 ” 设 G 是 极 小 & 一 联 的 ，xy 是 其 一 边 。 会 去 x*y， 图 
态 =G- xy 将 能 被 (k 一 1) 集 隔断 , 在 互 内 ， 最 多 只 能 有 上 - 1 条 
独立 的 链 ， 联 接 x、y 二 点 ， 幢 ke(z，2) 窒 R。 但 KC(G)= 
履 ketx，y) = 天。 


《证 毕 ) 
当 一 个 & 一 联 图 G 的 每 一 边 ， 至 少 交 于 一 个 次 顶 ， 这 个 医 
显 是 极 小 & 一 联 的 。 因 任意 会 去 一 边 ， 图 里 将 出 现 项 ， 其 次数 
是 &- 1， 其 最 小 次 $< 1 ， 这 样 的 图 不 能 是 一 联 的 ， 故 
原 图 G 是 极 小 & 一 联 的 ， 但 反 过 米 不 一 定 正确 。 半 此 ， 有 下 述 
Halin 定 理 信 。 


@@ 读 彰 可 参 着 Halin 的 原文 ， 
Halir, R. A theorem vn aconnceted graphs,]。Combinatorial Theory 
7 (C1969 ) 150~154. 
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定理 8.18 ” 设 G 是 一 个 极 小 6 一 联 图 ， 则 S(O) = 上。 

证 这 个 定理 的 证 明 比 较 长 ， 其 思路 是 到 各 种 一 - 集 S, 将 
G 分 隔 成 两 部 份 C 与 D,G=CUSUD, CNSs=6, SN Da=¢. 
命 C 为 所 有 这 样 的 分 隔 中 维 数 最 小 的 。 往 证 将 有 1C|= 1， 即 
C 只 含 一 点 x， 而 1S1 =&, 在 G 里 存在 x -5S 误 ， 故 do (x1= Re 
但 6G 是 一 联 的 ， 应 有 6(G) 之 k， 故 5(G) = ,以 下 披 述 本 定理 
的 证 明 ， 

设 G=KKi41,G 是 极 小 8 一 联 的， 其 6(G) = 有。 
假定 1G | 之 k+ 2， 到 & 集 5 隔 升 G, 命 其 中 最 小 的 分 子 图 是 C， 
其 余 的 部 份 为 D。 设 1C1 最 小 ， 往 证 1C1 = 1， 否 则 将 出 现 矛 
盾 。 


1 ， 设 1C1>T, xyEC(x 坪 y) ,xy 是 C 里 一 边 , 往 证 在 召 
= 各 -xy 里 ， 必 有 羡 x- S 与 扇 ?- S。 

在 遇 里 存在 (6 一 1 ) 一 集 7' 分 隔 * 与 y。 

在 G 里 存在 x 一 S 扇 ， 自 x 到 S 有 &k 条 独立 的 链 ,由 于 号 与 C 被 
人 S 隔 断 ， 这 些 均 在 C 内 。 

设 在 右 里 ,不 育 在 x 一 S 房 ， 则 必 有 和 链 自 x 到 S， 中 间 经 过 
3。 在 8 中 至 (有 - 1 ) 个 点 ， 命 为 了 7， 这 (请 -1 ) 个 点 是 在 
G 里 x 一 9 扇 中 那些 不 过 y 的 (有 - 1 ) 个 链 的 终点 。x 到 SS 里 第 
R 个 点 的 链 部 必 过 y。 改 7 在 如 里 踊 断 x 与 y。 命 ?= Uy， 
17 [= 大。 用 入 代替 S， 隔 断 x 与 了 D， 取 在 这 种 情况 下 的 C 为 
CC， 于 是 CSC，C7 3x，C “号 y， 故 [CS C1。 这 和 C 的 
极 小 性 相 矛 盾 。 

故 在 豆 = G 一 xy 里 存在 一 S 扇 。 同 理 ， 存 在 y 一 9 肩 。 

2 。 设 S 分 隔 G 成 C 与 娓 ， 百 C 极 小 。 

设 171=8- 1，7T 在 日 = Gxy = 和 -xy 让 分 隅 x 与 y， 往 
证 (DD)CT。 设 (DD) 7T, 将 有 点 zEV CD) 一 了 ,在 6G 里 有 z 一 
S 扇 ( 共 R& 杀 独立 的 链 )。 了 隔断 * 与 y， 但 在 如 里 有 x~-S 遍 
与 y-S 腐 ， 故 共有 AR 条 独立 的 x 到 z 的 链 。 同 样 有 条 独立 的 y 
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到 z 的 链 ， 故 最 终 至 少 存在 一 条 x 到 z，z 到 y 的 链 ， 联 接 x 与 >， 
这 是 矛 瑚 ， 故 广 (D)cT。 

但 FDIMnS= 中 亚 (D) 站 PFC) = 中 故 如 图 8，17 所 
示 ， 严 ( 妃 ) 在 7 的 阴影 部 份 内 。 


往 证 C11 刀 | 而 C 不 极 小 ， 导 致 巴 盾 。 

设 r= 1Sn7， | 

首先 ， 因 VOD 由 S= ,|V (CD) SR- 1 -r<h-ro 

其 次 ， 命 2€5-T 了 CNIS|=k,，|T!=hk-1 )。 

由 于 存在 x 一 S 扁 与 y 一 S 启 ， 故 存在 * 到 uw 的 初级 链 与 y 
到 4 的 初级 链 。 而 x 与 y 被 了 所 隔 开 ， 其 中 必 有 一 个 穿 过 7， 即 
与 了 交 于 -点 ， 这 样 的 点 应 舍 在 C 内 。 

不 在 7 里 的 hr 个 S 的 点 ， 分 布 在 7 的 丙 出 。 分 布 在 一 全 
的 点 数 之 -kr ) ,帮手 合 在 C 中 的 点 ,其 个 数 之 -了 《~ 
r ) 。 堆 了 中 的 点 ,不 含 在 S 与 C 里 的 ， 其 个 数 <8- 1 -r- 本。 
br) = 本 CR-r) 一 1。 但 C 至 少 含有 (br) + 


个 点 ， 因 其 中 另 含有 有 x5y， 显 多 
1C: 二 1DI 这 是 矛盾 。 (证 毕 ) 
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以 下 将 招 上 面 研究 的 6 一 联 疼 的 体质 ,用 到 3 一 联 图 上 来 。 
自 一 点 出 发 . 赔 外 发 疾 出 若干 条 边 0x1,Ox4,…， On 万 
一 棵 树 。 再 顺 次 联 边 xixs，xasXsg 人 IN Xn 
和 这样 的 图 称 为 输 彩 图 ， 其 阶 是 z+ 1。 在 #3 时 ， 输 形 图 总 是 
极 小 3 一 联 的 。 
现在 再 来 八 述 有 关 图 的 两 个 运 
WA 算 ， 即 所 谓 拆 点 与 涯 给。 所 谓 拆 
= 。 点 ， 就 是 将 图 里 一 个 次 数 不 小 于 4 
/的 4 换 威 个 相信 的 点 x/，x?， 
俐 县 把 原来 < 的 邻 点 都 分 别 只 与 
ia 中 的 一 个 点 相 联 ， 使 得 与 
x! 的 次 数 者 不 小 于 3 。 其 相反 的 运 
算是 所 谓 凝 缩 ， 就 是 胺 xy， 将 边 xy 去 掩 ， 将 *，y》 合并 成 一 
点 z， 原 先 联 到 x 与 ?的 点 ， 统 统 再 到 z 联 边 。 若 边 xy 原 在 -个 
三 角形 上 ， 凝 编 xy 之 后 ， 原 图 将 失去 一 边 。 若 边 xy 不 在 -个 
三 角形 上 ， 则 比 缩 zy 之 后 原 略 只 失去 一 边 。 活 久 边 zy 所 得 的 
图 ， 记 为 G/xy。 
一 个 输 形 图 ， 设 其 阶 > 4。 将 次 数 冯 主 的 点 拆 开 ， 得 -新 
图 ， 这 个 图 仍 是 8 一 谤 的 。 


图 8.18 


图 8.19 
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则 8 .19( 一 ) 是 原 图 ， 《二 ) 是 将 点 O 拆 开 成 一 点 O/ 
与 9 所 得 的 新 图。 原 图 是 3 一 联 的 ， 新 图 仍 是 8 一 联 的 。 

还 有 一 种 运算 ， 叫 做 加 边 。 在 图 上 任意 增加 一 边 。 辟 如 在 
团 形 图 上 任意 增加 一 边 ， 所 得 的 图 当然 仍 是 3 一 联 的 《有 时 
由 于 加 边 ， 所 得 的 图 可 能 是 4 一 联 的 等 等 ， 但 仍 可 称 这 样 的 图 
是 3 一 联 的 》。 

设 图 G 是 3 一 联 的 ，x 与 ?不 属于 任何 蚁 断 G 的 3 一 集 ， 则 
合并 * 与 不 影响 G 的 3 一 联 性 。 内 这 样 的 合并 ， 不 影响 所 有 的 
隔断 3 一 集 。 

有 了 以 上 一 些 预备 知识 ， 便 可 陈述 下 面 极为 出 色 的 

定理 8.19 《Tutte [19613) 一 个 单纯 图 是 3 一 联 的 ， 当 且 
仅 当 这 个 图 是 一 个 轮 形 图 ， 或 是 从 一 个 轮 形 图 ， 午 复 使 用 下 二 
运算 推 得 的 图 : 

(1 ) 加 边 ， 

(2 ) 拆 点 。 

证 定理 的 充分 性 是 很 显然 的 。 以 下 往 证 定理 的 必要 性 ， 
即 往 证 一 个 3 一 联 图 ， 总 可 经 加 边 与 拆 点 的 相反 运算 ， 最 后 推 
得 一 个 轮 形 图 。 

1 。 设 图 G 极 小 3 一 联 ， 而 又 不 是 一 个 轮 形 图 ， 则 在 图 
里 总 存在 边 xy， 不 含 在 一 个 三 角形 内 ， 凝 织 边 xy， 得 图 G/xy 
这 个 图 仍 是 8 一 联 的 。 

当 1G1 = 4 而 G 又 是 3 一 联 的 ，G 具 能 是 KK,， 这 也 是 一 个 
团 形 图 ， 放 可 假设 1 Gl > 4 ， 以 下 用 归纳 证 法 。 

据 定 理 8.18， 在 G 里 存在 顶 x,， 其 detxo) = 38， 设 与 *o 相 
邻 的 三 顶 是 xi，xa，xs , 若 XixXsxs 构 成 一 个 三 角形 ,由 于 和 等 
不 是 断 点 ， 故 在 G 一 % 一 xs 巾 ， 必 有 xi 到 xs 的 链 ， 其 长 至 少 为 
2， 否 则 ，x: 将 是 一 个 浙 点 ， 但 在 光 时 ， 除 边 xixa 外 ， 再 有 
三 条 相互 独立 的 x: 到 zx: 的 钾 ， 这 和 G 的 极 小 性 相 了 矛盾 〈 因 在 
此 时 ，x(x1%s)= 4 )， 由 此 知 x;，xYa，xs 三 顶 中 ， 最 多 只 能 
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有 二 边 相 联 ， 以 下 分 三 种 情况 进行 研究 。 

(1 ) 三 顶 xt 没有 二 顶 相 邻 、 此 时 可 以 假 定 在 6 一 x 一 *s 
中 有 一 点 yz 隔 开 x :与 3:， 否 则 x。7xas 将 不 属于 辐 一 个 了 开 x， 
与 yz 的 3 一 集 , 疑 缩 Yuxs， 得 图 G/xoxs 是 3 一 联 的 ,于 是 据 归 
纳 法 ， 定 理 使 已 成 立 。 

现 C-x。 是 2 一 联 的 (由 于 合 去 xu xi (Gi, j= 1， 
2 ，3，; 寺 六 之 间 将 失去 一 条 独立 链 ) 在 G 站 有 三 条 独立 的 
链 联 接 y: 与 ya， 放 在 C 一 x 中 将 有 圈 包 含 三 顶 x, 中 的 二 顶 ， 而 
不 含 另 一 顶 ， 辟 如 不 含 x,, 于 是 G/xoxi 和 将 是 3 一 联 的 且 
3%o， 2i 不 含 在 一 个 三 角形 内 。 

(2)G 恰 含 一 边 xix;， 璧 如 x1x，， 此 时 GG 不 能 有 需 开 
3 一 集 含 xs 与 *。， 否 则 当 {%。，xs，>} 是 这 样 -- 个 隔 开 集 
时 ，{xs，y } 将 也 是 G 的 一 个 隔 开 集 ， 因 x 1 到 y 与 x, 到 y 的 
链 不 得 不 属于 G 一 { x,、x。，y} 的 同一 个 分 子 几 ,这 是 巴 
盾 ， 于 是 G/xoxs 是 8 一 联 的 ， 且 Xx,xs 不 是 一 个 三 角形 的 边 ， 
《 见 图 8 ，20( 一 ).) 

(83GC 合 两 条 xx , 边 ， 璧 如 xixz 与 xixXa， 于 是 G 一 x+ 
Xz%s 是 3 一 联 的 ， 因 在 此 时 ，x,x 上 独立 链 的 个 数 不 因 -x。 
+%2%s 耐 有 所 改变 ， 其 他 各 这 都 保持 原 有 的 形式， 这 个 图 G - 
Xo 十 XsXs 或 G -xi 将 丰 一 个 是 极 小 3 一 联 的 ， 命 召 记 这 个 极 
小 3 一 联 图 ， 若 已 是 一 个 轮 消 图 ， 可 以 考虑 xj，xs，xas 的 位 
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里 ， 直 接 验证 定理 , 若 好 不 是 粕 形 立 , 调 据 归纳 据 设 如 将 含 一 边 
72， 不 会 在 一 个 三 角形 内 ;. 而 有 /yz 是 3 一 联 的 ， 于 是 在 C 内 
边 yz 也 不 含 首 一 个 三 角 消 由 而 Gy 是 3 一 联 的 。 

2 。 定理 必要 性 的 证 明 :* . 

第 一 步 ， 售 去 G 的 若 于 边 ， 可 得 极 小 8 池 联 图 Gi,， 车 GT 
是 一 个 轮 形 图 ，. 册 定理 已 证 ， 否 则 进行 下 一 步 ， 

第 二 步 ， 设 G 1 不 是 轮 形 图 ， 可 将 不 在 三 角形 上 的 边 *y 凝 
缩 ， 因 dc,(%) 之 83，dc Cy) 之 8， 而 x 了》 又 不 在 三 角形 土 ， 教 
凝 缩 所 得 的 点 ， 其 次 数 沁 4， 雍 缩 所 得 的 图 ， 仍 是 3 一 联 的 。 
减 边 ， 凝 缩 ， 继 续 进 行 ， 最 后 将 得 一 个 图 Gu，G; 是 3 一 联 
的 ， 而 又 不 能 再 减 边 和 柳编 它 必 是 一 个 轮 形 图 ， 于 是 倒转 回 
去 ， 便 得 

G: 全 《加 过 与 拆 点 ) 叭 C。 
. 《证 毕 》 

关于 图 的 联接 性 ， 本 府 圾 讲 到 这 里 为 止 。 如 读者 有 兴趣 ， 
可 参 者 下 书 . 

Bela Bollobas， Extrema] Graph Théory 的 第 一 章 以 
及 那 星 所 引 的 文献 。 

习 撼 

1 ， 斌 证明， 如 果 点 x 是 图 G 的 靳 点 ， 划 x 六 是 其 补 图 的 新 息 。 

2 ， 试 证 明 ， 点 x 是 图 G 的 一 个 断 点 ， 当 且 仅 存在 两 点 4。v， 使 4 在 每 一 条 链 
Rao 上 。 

3 ， 试 证明， 如 朵 G 是 上 巡 联 的 ，A>0 ， 忆 是 G 的 p 夭 边 组 成 的 集合 ， 则 G 
一 Er 的 联结 分 子 图 的 个 数 不 大 于 2 。 

4 ， 试 证 明 ， 各 果 开 是 G 的 于 图 ， 则 太一 定 有 x( 吾 )eaw(G)。 

5 ， 对 有 >0 求 ,出 一 个 & 一 联 图 G 及 G 的 & 个 斋 点 的 集合 X .使 Gx x" 的 联结 分 
子 图 的 个 数 大 于 2、 - 

6 ， 斌 证明， 如果 图 G 是 4 边 联 的 ， 具 # 顶 ，m 条 边 ， 则 mm 人 
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7 ， 斌 证明， 如 果 G 是 单 弛 图 ， 具 mw 边 ，n 点 ， 最 小 次 数 Sm 2 ， 则 MG) 
一 MG\， -又 试 构造 -个 MO) 二 n~$ 其 x(GYC 刀 ) 的 弟 线 图 6. 

$ ， 谍 证明， 如 果 单 纯 图 G 的 最 兴 深 数 8《G) 二 /2 ，s 为 其 项 点 数 , 则 XG) 
二 MG)。 又 4 试 构造 一 个 KG)=E(e/ 83- 1] 且 MXGJ<SKG3 的 音 抽 国 G。 

9 ， 试 省 是 ， 如 果 G 是 单纯 图、 MO th 2 27 ，j 为 6 所 含 之 项 吉 
数 ， 则 必用 A 联 的 ， 

10， 斌 省 月 ， 如 果 G 果 革 郊 的 3 次 正则 图 ， 则 x(G)==X(G)。 

1， 斌 证明， 如 果 图 6 无 偶 图， 则 G 的 每 一 个 货 块 或 为 一 条 边 , 破 为 沽 曾 - 

“12， 试 证 天， 如果 团 G 是 联 楼 的 ， 箔 不 类 -个 集 块 ， 网 G 杰 有 到 入 部 
恰好 只 全 一 个 断 点 

二 次 图 G (其 ， 局 ) 的 联结 分 子 图 个 数 为 u， 以 比 z) 雪 示 避 有 点 的 集 次 
的 个 数 。 试 证明， 图 G 的 保志 个 玫 HG) 等 于， w+ 避 。( 6) 一 1)。 和 


14, 直人 和 GhDle( 有 天 有 的 09 由 到 cfQ) 束 
示 G 中 断 点 的 个 数 ， 试 证 下 式 成 立 : ce(GJ 一 一 Ze(B) 1 )， 

15， 举 例 说 明 ， 如 果 已 是 一 条 2 联 图 中 的 (x 一 3] 链 ， 则 来 必 存 在 一 条 与 P 点 
互 质 的 (x 一 >》 一 链 。 

16， 汇 证 阴 ， 图 G 是 一 个 集 块 ， 当 且 仅 当 其 每 两 条 边 位 于 一 个 公共 的 初 级 余 
图 之 中 

19， 设 Q=( 半 ， 忆 ) 为 2 一 联 图 半 1，X3 CX XI1NXs 一 各 昌 1 与 半 均 
尝 少 全 2 个 顶点 ， 试 证 明 在 图 G 中 存在 点 扣 质 的 链 P、Q 合 得、( 1 )P 与 Q 的 起 点 
均 在 XX! 中 ; (2 )P 与 9 的 终点 都 属于 下 2z; 〔 3 )P 与 Q 的 内 部 点 均 不 属于 六 :UX2。 

18， 试 证明， 不 存在 仅 具 有 7 条 边 的 3 一 联 的 图 。 

19， 试 由 定义 直接 证 明 ，& 一 联 周 也是 一 边 联 的 图 。 

20， 试 证 明 ; 图 @G 是 2 一 联 的 ， 当 呈 仅 当 对 任意 三 个 点 G、b，x， 存在 一 个 初 
级 链 h(o， 的 ， 和 包含 点 x。 

231， 试 构造 一 个 具 9 个 顶点 ，23 条 边 的 5 一 联 的 图 ， 而 且 它 不 与 五 5.8 同 构 . 

22， 试 对 所 有 的 we 5 ， 作 出 具 # 点 ，m 二 24# 一 $$ 边 ， 且 其 任 二 点 间 的 距离 不 
大 于 2 的 2 联 的 图 。 . - 

23， 斌 证明， 并 时 在 图 = 《 针 ， 巨 ) 中 ， 对 每 一 对 不 相 分 的 点 x*，2 均 有 dc 
(x+dc(y)m 一 1，3 一 区 | ， 则 和 (G)=8(GY。 而且 此 结果 在 联结 | 是 
及 好 的 ， 即 不 能 把 (一 1 ) 换 成 # 一 2 。 

24， 如 果 每 个 长 为 偶数 的 初级 随 都 至 少 仿 有 2 条 弦 ， 则 每 个 长 为 偶 数 的 初级 


有 


所 产生 一 个 集团 。 试 证 明之 。 

25， 和 如 果 每 个 长 为 柄 数 的 图 至 少 含 有 2 条 弦 ， 则 一 个 长 为 次数 的 初级 联 ， 如 
办 至 少 含有 一 条 纺 ， 则 产生 一 个 集团 。 试 证 明之 。 

26， 和 如果 每 个 初级 偶 图 至 少 合 2 条 纺 ， 试 证 明 此 时 每 个 集 块 或 着 是 一 个 集 
团 ， 或 者 旺 一 个 没有 纺 的 长 为 奇数 的 立 。 

27， 试 证 明 : 如 果 G 是 极 小 2 一 联 的 图 ， 风 :《1 ) 如 果 G 半 天 s， 则 @G 不 含 三 
角形 .〈2 ) 如 果 [x， 攻 是 G 的 一 条 边 ， 而 z 是 G 一 [x，2] 的 虑 点 ， 则 2 关于 每 一 个 
颌 有 按 (x，3] 的 圈 。 

28， 试 证 明 : 一 个 树 了 是 某 个 图 的 集 决 断 点 图 ， 尖 且 仅 当 其 任 二 端点 之 间 的 
距离 为 偶数 ， 亦 即 人 是 一 个 尊 分 图 { 个 区 ) ， 且 其 所 有 悬挂 点 属于 同一 类 。 

29， 如 果 图 如 无 孤立 点 ， 则 其 集 据 图 及 (G ) 与 集 块 断 点 属 bc(G) 相 到 决定 。 试 
证 明之 ， 

30， 试 证 明 : 图 6 是 某 个 矢 末 的 集 块 较 ， 当 县 区 当 避 的 每 个 洪 块 部 是 一 个 集 
. 
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第 九 章 ” 尤 拉 图 与 哈密 尔 顿 圈 


831 克拉 图 


在 第 一 章 我 们 曾经 讲 到 七 桥 问 题 。 大 数学 家 尤 拉 为 了 解决 
这 全 问题， 开创 了 图 论 的 研究 ， 在 那里 ， 我 们 曾经 给 出 尤 拉 的 
定理 ， 

“一 全 联接 图 ， 当 其 每 个 顶 的 次 数 是 偶数 时 ， 存 在 一 个 图 
过 图 的 每 个 顶 一 次 朋 仅 一 次 。 有 反之 亦 然 ”。 

这 样 的 圈 称 为 万 拉 轿 。 故 在 一 个 图 上 ， 存 在 尤 拉 圈 的 充分 
和 必要 条 件 为 这 个 图 是 联接 的 且 每 个 顶 的 次 数 是 偶数 。 这 个 定 
理 在 本 章 重 述 如 次 ; 

定理 9.1 设 疼 G = (X，E ) 是 联接 的 ， 则 下 述 条 件 是 颖 
价 的 : 

(1) C 是 一 个 尤 拉 辐 。 

(2) 人 的 每 一 顶 其 次 数 是 偶数 。 

(8) 忆 的 边 集 可 以 分 划 成 初级 希 。 

证 1- (1) 之 (2). 设 G 是 一 个 尤 拉 阅 , 当 其 过 每 一 顶 
时 ， 一 进 一 出 ， 而 每 一 边 又 不 许 重复 ， 故 自 一 项 出 发 ， 最 后 再 
回 到 该 项 时 ， 有 几 尽 所 有 的 边 ， 过 完 所 有 的 顶 ， 每 个 顶 上 的 边 ， 
必定 是 偶数 个 ( 当然 ， 每 个 顶 可 能 不 止 经 过 一 次 ) 。 

2。(2) 六 (3)》. 由 于 每 个 项 的 次 数 是 偶数 , 在 C 上 可 
作 初 级 圈 C:。 着 C :一 G， 定 理 便 已 证 。 否 则 命 G1=G-Cl， 
由 于 C1 上 每 玩 的 次 数 是 2， 攻 图 G ,每 个 项 的 次 数 是 偶数 。 同 
样 图 G :里 包含 初级 圈 C， 命 G: = G: - C:，…， 继 续 这 样 做 下 
去 ， 最 后 将 得 一 图 G( ,其 每 个 顶 上 的 次 数 是 0， 故 

G=C1UC UY UC 。 
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3.(3)7》 福 (1)， 
册 于 G 是 联接 的 ， 在 G 所 
划分 的 那些 初级 图 C. 中 ， 
必 相 互 之 冯 有 项 相同 。 自 
/NY \ 4 从 图 G 的 一 个 项 出 发 , 每 到 
一 一 全 共同 项 处 ， 可 转向 另 
一 个 初级 图 ， 最 后 总 可 问 
a 到 原 出 发 点 ， 经 过 每 一 边 
一 次 且 仅 一 次 ， 便 得 一 个 克拉 图 。 
定理 9.2 已 给 联接 图 G= (六 ，)， 设 G 只 有 两 个 奇 次 顶 
a 和 6， 其 他 的 项 都 是 偶 次 的 ， 则 G 有 一 条 开口 的 尤 拉 圈 ( 称 为 
发 拉链 ) ， 自 一 个 奇 点 出 发 最 赂 回 到 另 一 个 奇 点 ， 经 过 每 全 
顶 (当然 可 能 不 具 一 次 ) ， 且 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 。 
证 设 4 与 5 是 图 G 的 A 
两 个 奇 次 项 , 在 图 G 上 加 。 
一 条 边 [a,62 而 得 网 G， ~ AN/ | 


=GU [a 拉 , 则 Gi 的 A 
顶 都 是 倡 次 的 ， 据 定理 J \ 
9.1 在 图 G1 里 有 尤 拉 圈 ，。。、、 >» 
县 此 图 舍 边 [a, 56) 。 在 0 
此 图 中 再 除去 边 [4,6 ， 图 94 


便 得 一 个 开口 的 尤 拉 圈 ， 经 过 图 的 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 ， 自 
一 个 奇 顶 出 发 最 后 到 另 一 个 奇 项 休止 。 


$2 哈密 尔 顿 问题 


设 已 给 联接 图 = ( 半 ， EE ,所谓 图 局 舍 一 个 哈密 尔 额 
图 ， 它 的 意义 就 是 可 以 在 图 上 找到 一 个 开 ， 自 一 个 顶 a 出 发 
经 过 图 G 的 每 个 项 一 次 且 仅 一 次 ， 最 后 青 回 到 项 4 。 这 个 问题 ， 
起 源 于 哈密 尔 额 ， 百 多 年 来 ， 经 过 很 多 数学 家 的 研究 取得 了 很 
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大 成 绩 ， 引 出 很 多 问题 ， 导 致 很 多 新 的 概念 ， 得 到 很 多 有 趣 的 
结果 ， 但 都 个 最 基本 的 问题 ， 

“已 给 联接 图 C，CG 售 哈 客 尔 顿 圈 的 充分 家 必要 条 件 是 什 
么 ? ” 宇 今 没有 找 出 来 。 这 是 图 论 里 一 个 著名 的 未 解决 的 问 
题 ， 所 谓 哈 密 尔 顿 图 问题 

险 密 尔 顿 辆 ， 以 下 简 记 作 五 一 因 ， 其 他 在 以 下 将 遂 到 的 为 
哈密 尔 顿 链 ， 哈 密 尔 顿 回路 等 等 ， 均 如 比 简 记 为 五 一 钴 ， 
五 一 则 路 等 。 

五 一 问题 起 源 于 (1856 人 年) 
关于 20 点 形 上 一 个 数学 游戏 的 
研究 。 在 一 个 2 点 形 上 《如 右 。/ 
9.3 ) 要 求 找到 一 条 路 ， / 
自 一 点 出 发 ， 经 过 图 的 每 个 顶 / 
一 次 且 仅 一 次 ， 景 后 再 回 到 床 
出 发 点 ， 好 像 一 个 人 要 周游 世 
界 二 十 个 城市 ， 希 望 每 个 城市 
游 到 一 次 且 仅 一 次 ， 最 后 回 到 
他 原 出 发 的 城市 。 

图 9.3 是 有 解 的 ， 而 且 有 许多 解 ( 即 可 以 找 出 很 多 条 
五 一 疾 ) ,我 们 简称 为 及 一 型 的 图 。 义 如 下 赫 尔 晒 尔 (Herschel) 


图 9.3 


(—) 《二 》 
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图 ， 册 不 是 五 型 的 。 因 为 这 个 网 实际 上 是 一 个 两 分 图 ， 共 11 个 
顶 , 一 组 5 点 ,一 组 6 点 ， 在 一 个 这 样 的 两 分 图 上 不 可 能 存在 
一 个 封闭 的 奇 图 。 
读者 如 果 对 这 个 问题 感 兴趣 ， 可 参看 下 列 二 书 : 
C. Berge: Graphs and Hypergraphs 

及 田 丰 ， 图 论 中 的 哈密 尔 顿 问题 。 

前 者 总 结 了 70 年 代 前 的 主要 成 果 ， 后 者 指出 了 研究 这 个 问题 的 
一 些 方向 ， 并 列 出 了 大 量 参考 文献 。 


$3 图 成 碳 一 一 型 的 充分 条 件 


虽然 还 没有 找到 一 个 充分 而 又 必要 的 条 件 ， 但 却 发 现 了 不 
少 充分 的 条 件 ， 也 发 现 了 不 少 必要 的 条 件 。 本 节 将 陈述 一 些 比 
较 重要 的 充分 条 件 。 有 了 充分 条 件 便 可 对 某 些 图 是 如 一 型 的 加 
了 卜 肯 定 。 以 后 再 将 陈述 一 些 必 要 条 件 。 有 了 必要 条 件 ， 便 可 对 
茶 些 图 的 非 委 一 型 性 质 也 加 以 肯定 。 

以 下 假定 图 G 是 单纯 的 。 

定理 9.3 设 单纯 图 G= 《人 ,EE ) 是 4 阶 的 ， 将 其 各 顶 接 次 
数 的 大 小 指 列 成 di<dsS<…<d。 。 设 9 是 一 个 整数 ， 
0<q<n- 3， 若 对 钙 一 个 将 数 4，g<h<- Catg)， 
下 关系 成 立 

(CA) dk-g ShOdn-k Fn-hkh+g, 

则 对 每 一 个 边 集 F，|F| - a， 是 部 份 图 (六 ，F ) 的 联接 分 子 
图 痢 是 初级 链 ， 都 存在 G 的 一 个 电 故 ， 包 含 F。 

证 这 个 定理 的 证 明 比较 长 ， 以 下 分 五 个 部 份 来 进行。 

1 .首先 证 条 件 ( 4 ) 导致 ,>g。 

设 di>9 不 成 立 ， 即 设 ds9， 并 假定 8= 9+ 1 ,于 是 


ht 
ht SS 
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由 于 d ig， 即 dh~a 二 Ah， 故 据 条 件 (4)、 应 有 
dnk=dn-g-i2n-9- 1 +q=n~-1, 
此 式 表 示 ， 第 x 一 g 一 1 个 点 到 第 4 个 点 ， 它 们 的 次 数 都 不 小 于 
#1 ， 即 至 少 应 有 g+ 2 个 项 ， 联 到 图 的 每 一 项 。 故 联 到 第 一 
个 顶 的 也 至 少 应 有 q+ 2 个 顶 ， 故 应 有 d ,之 q+ 2 ,这 是 矛盾 。 
2 。 往 证 若 图 @ 清 足 条 件 ( 4 ) ， 则 向 忆 任 意 增加 一 条 新 
边 所 得 的 图 G' 仍 满足 条 件 《 4 ) 。 
设 Sk = {x/de(x) Eh}, 
Sr= {x/do (x)E}, 
显 见 Ss| 志 1Ss i (由 于 增加 新 边 ， 顶 的 次 数 有 所 增加 ， 这 
个 关系 式 之 能 成 立 是 很 显然 的 ) 。 
又 可 注意 ， 条 件 〔 4 ) 等 价 于 
(CA) [Se |Z2 有 -9 他 18-8+e 一 1 < 多 
因 图 G 满 足 条 件 ( 4 ) ， 故 
1S1|>h-g> [Sk |>k-g3 1Ss-hig-1 | 之 n 一 名 
|S’ ne | < 一 各 
故 。 | 人 引 阅 有 9197 一 ee | 才 玫 一 六 
即 G' 满足 条 性 (4 ) ， 故 @G' 满足 条 件 (4 ) 。 
3 。 往 证 ， 设 图 G 满 足 条 件 ( 4 ) 而 定理 不 成 立 ， 将 导致 
饿 盾 。 于 此 又 分 以 下 几 个 步骤 : 
《i ) 据 第 二 步 ， 将 图 G 继 续 增 加 新 边 ， 导 致 一 个 所 铸 极 
大 的 图 G， 满 足 条 件 (4 ) ， 而 定理 不 成 立 。 所 谓 极 大 ， 妈 车 
在 图 CC 上， 任意 再 增加 新 边 ， 所 得 图 G' ， 便 能 使 定理 成 立 。 
出 于 极 大 图 人 ， 使 定 旬 不成立， 即 在 图 G 里 ， 不 存在 五 一 略 ， 
包含 已 给 的 边 集 赤 。 图 C 显 然 不 是 完全 的 。 故 在 图 C 里 ， 存 在 
点 对 ， 互 不 相 邻 。 设 在 这 些 点 对 中 ， 选 取 点 对 {yi,yn}， 
使 de ( ?1 ) +ade ( yn ) 达到 极 大 , 且 取 de (ydo(yn )。 补 
充 边 【y1，3a 〗 ， 命 所 得 新 图 为 G' =G+ -yiyn] ， 据 上 
极 大 性 ,在 图 G' 内 存在 如 一 加 ， 包 含 壕 集 忆 ， 且 包含 新 边 
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1G 浴 车 在 及 一 统 包 含 边 集 万 ， 如 下 形 


= [Yi rs YH] 
作 集 台 


T= {si 1 yy wl EB, Ly 


E&F} 
首先 ， 集 合 7 是 非 鹤 狼 。 轩 天 = yg， 座 

C8) lzdely:) -gd-q~0 
其 次 ， 必 有 

(CY) i€ElS Lyi, yu] GE, 
否则 , 加 yy yy yn 320， 
将 是 G 里 作 玉 一 图 ， 和 包含 太 (这 里 的 i 老 为 1， 条件 昆 成 立 。 
又 i 必 小 于 # 一 1， 否 则 ， 由 于 i E17, 据 定义 将 有 <y1yx) 《已 ， 
这 是 矛盾 ) 。 

(二) 设 &= de ( wi) 入 证 


CD) 9<Rc 


n+g 
区 
由 第 一 步 知 d (xi ) >g, 获 de (v1 ) do(xi) =d1>g。 
据 《C ) 有 

ToCyn CC{A- {ys ANET }, 
巩 del yr sa-1l- [ra 2) -9， 
了 而 下 式 成 立 : 

(CE) do(yi) tde{ yn ) Cnrg-1, 


但 de (yi) Ed (yn ), 


刚 do Cy1) tdo (yn ) P+ 


这 和 ( 吾 矛盾 ， 故 ( 厂 ) 成 
《iii) 往 证 定型 如 不 成 之 ， 则 导致 矛盾 。 
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所 (CD) 知 ETD (yi yn] 太 王 ， 
又 据 de (y1) +ad=(yn ) 的 极 交 性 .有 
de Cy yy tdel yn ds (yy) 


tdel yn (iET)Y) 
数 。 do Cy y= de (yy ) Citl) 
又 因 :了 安 h -gq， 夏 和 有 8-4 个 点 ， 其 次 数 志 &， 帮 
dk-g 局 ， 
撮 原 来 的 假设 ， 此 式 导 将 
d nk nt > 《可 (D)》 


- 故 至 少 有 R+ 工 个 点 ， 其 次 数 >R。 由 于 de Cy =& 故 
其 中 至 少 有 一 所 x 不 与 y1 相 邻 ， 邯 下 一 式 成 


[3 Xi 已、 
d(x) nt- nrg- de (yi)e 
本 而 n+tagsde (C(x) Tar sde(Cyi 
td: ya )》 ss Le 《五 ) 


+ 二。 出 此 全 推 ， 推 到 原来 的 图 C， 满 足 条 件 (4 ) 的 ， 必 
能 满足 定理 的 要 求 ， 即 图 C 人 有 互 一 阁 ， 包 含 已 售 能 进 集 严 。 


《证 毕 ) 
这 个 定理 所 列 的 条 件 ， 只 臣 充 分 的 。 璧 如 上 面 所 讲 的 那个 


30 点 形 ， 是 3 次 正规 的 ， 会 有 五 一 唱 。 黄 各 顶 次 数 的 排 
列 姑 8 拓 3 科 3 近 …8， 攻 了 训 9-4， 8= 7 ， 则 和 条件 


0<g<n- 8、qSA<- 2 (939) 是 满足 的 ,dt-9 = 3<7， 
dn-kh =ais= 8 委 17, 条 人 :40) 个 满足 但 这 个 图 确 含 如 一 期 。 
且 著 取 FR= { [eb] ，[bc] [ed] [de] } , 确 有 末 一 图 ， 
会 此 四 边 〈 见 图 9.3 》。 由 此 可 见 定 理 的 条 件 ( -4 ) 确 实 只 是 
充分 的 ， 即 洞 尾 这 个 条 件 的 本 ， 团 然 包 含 妃 一 图 ， 训 是 不 满足 
这 个 条 件 的 图 ， 未 必 不 含 末 一 少 。 
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虽然 条 件 〈 4 ) 只 是 完 分 的 ， 但 条 人 性 (4) 是 可 能 最 好 
的 。 为 了 这 个 目的 ， 可 考察 一 个 非 减 序 列 d 1<d。 专 … 全 dn 及 
一 个 整数 8， 使 下 三 式 成 立 ， 


gh te 站 
dk-q Sk, 
d nk <n-ktq— 1 
数列 (di ) 被 数列 (df ) 所 统 首 《 即 df di 对 一 切 1<i<< 
1 均 戌 立 》， 其 中 


Tk 当 0 <i<k-g, 
di! = 12-ktg- 1 Wh-gcicn-h, 
An~1 当 n — kin 


现在 可 以 证 明确 实 存 在 图 G'， 取 df 为 其 次 数 序列 。 命 
图 G' 的 项 集 ， 是 三 个 互 质 的 点 集 4，B，C 之 合 ， 其 中 4 是 
一 g 个 孤立 点 集 民 h-q, B 是 集团 Kk 的 项 集 , C 是 集团 Kn-26+4 
的 顶 集 。 将 8 的 每 个 顶 联 到 4UC 的 每 个 顶 , 得 图 G' ,其 阶 是 mo 
其 各 顶 的 次 数 确 是 df ， 


de'(a) = 当 a€ A, 
[err 6 EB, 
der(c) =n-hkh+q-1 cEC, 


Sa - A) 


图 9.5 (一 ) 


图 G' 称 为 原 图 G 的 统帅 图 ， 当 g = 0 时 ， 这 个 图 G' 记 作 C k,n。 
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为 
次 


对 所 有 满足 条 件 0 <o<<R< “二 9- 的 一 切 9 与 5 取 (df 》 


为 次 数 数列 的 图 G' 确实 存在 。 但 图 G/ 确 不 含 五 一 图 ， 包 全 边 
集 F( |F| =g )。 设 在 B 里 取 边 集 F( |F| =2)， 忆 构成 一 
个 初级 链 ， 其 长 为 g， 设 在 G 里 有 吾 一 图 # 和 包含 玉 。 在 k 所 成 的 
序列 中 。 最 多 有 有 的 & -9 个 元 素 ， 后 跟 4UC 的 一 个 元 素 。 由 
于 |4| =&- 9， 恰 有 召 的 &- g 个 元 素 ， 后 跟 4 的 一 个 元素 ， 于 
是 将 没有 有 的 元 素 ， 后 跟 C 的 一 个 元 素 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 
[C| =n-2k+g> 0。 

从 定理 9,3 可 以 推出 许多 充分 性 的 定理 ， 这 里 举 出 几 个 形 
式 比较 简单 的 如 下 : 

定理 9.4 《Chvatal [1971] ) 已 给 单纯 联接 图 G， 其 阶 
7 之 3, 将 其 项 编号 ， 便 各 项 的 次 数 成 数 列 g ,<<d; 志 …<&dn. 营 
dk RCN/ 2 祖 d sn-k PR 则 在 图 G 内 ， 帮 在 太一 图 。 

证 在 定理 9,3 举 取 g= 0， 便 得 这 个 定理 。 

《证 毕 ) 

这 个 定理 , 可 以 用 来 表 定 一 个 单纯 图 G, 是 否 确 含 五 一 回 。 
和 定理 9.3 一 样 ， 定 理 的 条 件 是 可 能 最 好 的 。 定 理 9.4 可 以 改写 
如 次 ; 

定理 9.4 ” 设 单纯 联接 岁 G =《 无,E ) 的 阶 s 之 3， 将 其 顶 


按 次 数 的 递 逢 序列 编 号 ，d ,<d4 世 …<dn. 设 不 存在 < 各 ， 
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使 de < 与 d nk <n 一 上 同时 成 立 ， 则 图 侣 是 末 型 的 。 


推理 8,4: 设 在 C 内 ， 根 本 不 存在 &<-， 使 df 所， 出 


刁 是 五 一 型 的 。 

,定理 9.5 设 图 G= (六, 怒 ) 是 单纯 的 ，|X| wn，iEj = 和。 
着 mr> ("名 1) + 二， 出 图 G 信 条 一 遂 ， 且 mx 阶 ， 具 人 (31 ) 
+ 主 条 按 的 非 五 一 型 单纯 图 ， 仅 市 Ci mn= 5 时 的 C2,5, 其 中 
Can 是 所 谓 的 统 山 图 。 

证 设 单纯 图 C =《 六, 忆 ) 的 阶 n 之 38， 但 不 是 瑞 一 型 


的 。 定 理 9.4 的 条 件 必 不 满足 , 即 至 少 存在 一 个 煌 &，0< 和 < 训 -， 
使 dk SR< -3 3dn-k<n- 上 同时 成 立 。 但 图 G 被 图 Chn 所 


统帅 ， 履 
mlG) Em Cn = 


— {kt+ (n-2k) (Cn-k-1) 


thn-1yy 

,nl1, ! 
二 
Din 1)<S 1)+1. 


这 和 定理 的 假设 矛盾 ， 故 疼 G 芝 太一 型 的 。 

在 上 不 竺 式 中 m《 G ) - m( Ck. ) 的 唯一 可 能 性 是 图 G 
与 Ch.s 有 相同 的 次 数 序 列 。 而 mCG)=(” 1)+1l 仅 有 
的 可 能 性 是 &= 1， 茂 6“ 2 与 4= 5 。 亦 到 na 阶 贡 纯 图 G， 其 边 
数 是 m 《3 上 ) + 1 而 凡 不 是 太一 型 的 只 有 两 种 可 能 性 ， 
一 种 是 C1,w， 一 种 是 C2, 。 

定理 9,6 (Dirac 1952>) 没 联 搂 的 单纯 图 G = ( 关 ,E) 的 
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阶 #> 3， 且 其 极 小 次 数 6>n/2， 风 GG 是 太一 型 的 。 


证 “ 自 定 理 9.4 可 以 推 得 本 定理 , 因 在 北 时 ,不 存在 R< 


使 ds <<&， 当 然 也 就 不 存在 &< 避 -， 合 


dk SREd nk <n-R， 同时 成 立 。 
但 本 定理 也 可 以 直接 证 明 如 次 
设 定理 不 成 立 ， 命 G 是 具备 定理 条 件 ， 而 定理 不 成 立 的 极 
大 图 。 
由于 #>3，6 之 -而 G 又 不 是 本 一 型 的 ， 敬 G 是 不 完 
全 的 。 在 G 由 必 存 在 非 邻 点 对 u,v， 使 G; =G+ [a, v] 是 
五 一 型 的 ,但 G 本 身 不 是 右 一 型 的 。 故 G' 所 含 的 百 一 圈 ， 必 
会 边 [a，z] ， 故 在 图 G 内 存在 一 条 也 一 链 &， 起 于 w 而 终于 
2 
R= [ul zs va am ， 
其 中 b:=m uv = 
命 S= {vi/ fa ] EB},T= {v/vwv EE }, 
显 见 vs 多 SUT， 故 [SUT! ~<a， 
又 ”SNT= 名 ， 因 车 v,ESNT 则 vv1， 因 而 
Ko Ves es DU ms Utt v1 


将 是 C 里 一 个 召 一 贺 ， 这 是 矛盾 ， 故 
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de(a) +de (vo) <n 
这 是 矛盾 。 内 de (4) 之 6，ds (4) 之 6 而 6 之 并。 


(证 毕 ) 
定理 9.7 《Ore C1961J) 设 联接 的 单纯 向 G = (天 ，EE) 的 阶 
n> 38, 有 d(x) +de (ty) n> [xy] EE, 则 G 是 玉 一 型 
的 。 


证 了 到 8<--， 首 先 往 证 集合 


Sp = {x/xEX, do (x ) Chk} 
的 维 <h。 . 
(Ci) SE 成 一 集团 。 因 Sk 中 任 二 点 ， 其 次 数 之 和 者 小 于 
7#， 即 其 中 任 二 点 都 相 邻 。 
《让 ) 154 1SR+ 1。 因 Ss 是 一 个 集团 ， 而 其 中 任 一 点 
的 次 数 又 都 不 超过 &， 故 Sx 最 多 只 能 包含 R+ 1 个 点 。 
《证 [Sk | 二 有 + 1 二 ,否则 Sg 福 任 一 点 x 便 不 能 与 和 -Sh 
中 任 一 点 2 相 邻 《( 因 de (x) 护 上 )， 于 是 
do(y)En-1- (k+l1), 
do (xX) rde (Cy) ERTN-k- 2 =n- 2<ns 
据 定 理 的 假设 ，x* 与 > 应 相 邻 ， 这 是 矛盾 。 
《Civ ) [Sk | se 否则 Sx 中 任 一 点 x 最 多 具 能 与 一 Sk 
中 一 个 点 相 联 ， 故 自 Sk 外 联 的 边 数 


mo (Sh, 下 -SR ) he 


但 |5k | = 有 < 名， 故 X 一 Sk 中 的 点 ， 至 少将 有 一 点 >， 不 与 


Sk 中 的 任何 点 相 邻 。 在 Ss 中 任 琉 点 x， 将 有 
do (x) +dety) E+ (H+ 1)=n- 1 <no 据 
定理 的 假设 ，x 应 与 y> 相 邻 ， 这 是 矛盾 。 
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故 ISk | <&, 
其 次 将 G 的 顶点 ， 按 次 数 的 递 升 顺序 编号 ， 便 有 
dk > 和 
对 于 任 取 的 8&< -2 ,根本 不 存在 da <<h, 放 根本 不 存在 < 如 
使 
dh kh- 与 4 sh <n- 名 同时 为 真 , 据 定理 9.4， 
GG 是 太一 型 的 。 
根据 以 上 的 讨论 , 便 可 对 阶 4 之 3 的 联 楼 单纯 图 G = (X,E)， 
就 其 不 相 邻 点 次 数 之 和 ， 做 进一步 研究 。 于 此 ， 有 下 
定理 9.8 设 联接 的 单 缉 隐 G=〈 忆 ,已 ) ,其 阶 g 8 。4v 
是 任 一 对 不 相 邻 点 ， 其 次 数 之 和 
de (Cu) +de(u) no 
联接 x，v， 得 图 
G =G+ Cu v0] 


则 G 是 瑟 一 型 的 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 G’ 为 及 一 型 的 。 
证 必要 性 是 很 明显 的 。 因 车 G 是 万 一 型 的 ， 增加 
一 条 新 边 ， 当 然 还 是 五 一 型 的 。 
充分 性 ” 设 G' 是 太一 型 的 ， 而 G 不 是 。 则 揭 定 理 9,6 的 证 
明 ， 可 推 得 
de (4u) +de (v) <n, 
这 是 矛盾 。 


《证 毕 ) 
根据 这 个 定理 ， 任 给 一 个 联接 的 单纯 图 G=《〔〈 碟 已) 可 
连续 将 其 不 相 邻 的 点 对 ， 其 次 数 之 和 之 4 的 , 联 边 ,在 所 得 新 图 ， 
是 否 为 鼎 一 型 的 ， 因 联 边 的 顺序 不 同 ， 最 后 所 得 的 绪 果 ， 是 否 
一 致 、 尚 须 研究 ， 故 首先 须 证 下 定理 能 成 立 ; 
定理 9.9 设 用 不 同 的 顺序 ， 循 环 联接 次 数 之 和 不 小 于 4 的 
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点 对 ， 所 得 结果 是 唯一 的 。 
证 ”所 谓 循环 联 沈 . 如是 找到 原 图 全 的 一 对 不 相 邻 点 to 
其 次 数 之 和 不 小 于 pz 的 , 便 将 %，z 联 边 ， 得 新 网 侣 "在 G “让 青 找 
不 相 邻 点 对 ， 其 次 数 之 和 不 小 于 4 的 , 肯 联 边 。 如 此 继续 联 边 。 
在 原 图 中 ， 由 于 如 此 联 边 ， 原 来 不 相 邻 的 点 对 ， 基 次 数 之 和 个 
于 * 的 ， 到 相当 时 候 ， 由 于 其 次 数 的 逐渐 增 大 ， 便 也 可 以 联 边 ， 
这 就 是 所 谓 循 环 联 边 。 
设 用 一 种 方法 ， 联 分 最 后 ， 不 能 再 联 边 ， 命 所 得 结果 为 
Gi:。 设 用 另 一 种 顺序 ， 基 后 联 得 的 网 为 CG*。 往 证 C@ 
设 CisGrieeseeoerl ,GG+ {fife,f:}, 
着 G1 与 G6:, 央 6 ,中 的 新 边 ， 自 然 会 布 不 含 在 C* 里 的 。 合 et+t= 
[4,0) 是 6, 中 第 一 个 不 是 6, 的 一 边 。 设 
H=G+ Tele: cr}s 
据 定 义 ， 知 人 (+ do 
由 于 e+ 是 第 一 个 不 属于 和 :的 边 ， 故 瑟瑟 Cs， 因 两 
des(u) + dG3 (0) nn, 
“这 是 矛盾 。 因 据 假 设 e。， = [4,v) 入 G2。 
于 是 所 有 的 e; 痢 属于 C:。 同 理 所 有 的 方 属于 Cl。 亦 即 @， 
Go 


5 证 毕 
这 个 唯一 的 结果 ， 称 为 图 GG 的 闭 包 记 作 G。 
据 定 理 9.8， 乃 得 下 
定理 3.10 单纯 联接 图 和 = 〈 民 , 吾 ) 是 妞 一 型 的 ， 当 县 仅 当 
其 闭 包 图 G 是 及 一 型 的 。 
证 由 闭 包 图 人 逐步 向 上 倒 推 ， 据 定理 9.8 乃 得 本 定理 。 
(证 毕 》 
我 们 知道 ， 任 一 完全 图 总 是 万 一 型 的 ， 故 任 给 单纯 联接 图 
G， 可 用 上 法 求 出 其 闭 包 图 G。 若 个 是 完全 的 ， 便 可 判定 原 图 
全 是 万 一 型 的 。 此 即 下 
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推理 9.10。 如 G 是 完全 的 ， 则 G 是 及 -型 的 。 

实际 上 上, 定理 9.7 是 这 个 推理 的 一 个 直接 推理 。 由 于 dc (x ) 
+dolv)<n>[w,09EB， 故 在 G 困 ， 任 一 对 不 相 邻 点 & 与 9， 
其 次 数 之 和 ， 必 满足 

del(u’ +do(y’) Pn 

据 闭 包 图 全 的 作法 ， 将 一 切 不 
相 邻 的 点 对 联 边 ， 总 得 一 个 完 
全 图 ， 故 G 是 末 一 型 的 。 

又 可 注意 : 长 为 10 的 初级 
图 是 如 一 型 的 ， 卫 = 5 。 这 个 A 
图 不 满足 定理 9.7 的 条 件 ,也 不 AR 
可 能 当 用 联 边 的 办 法 来 证 明 它 ~ 
是 再 一 型 的 。 由 此 可 知 定 理 9.7 
与 定理 9.10 都 只 是 充分 的 。 


§ 4 圈 成 五 一 一 型 的 必要 条 件 


定理 9.11 设 联 搂 的 、 单 纯 图 C 是 召 一 型 的 ， 则 C 是 2 一 
联 的 。 
证 这 是 很 明显 的 ， 车 图 G 有 本 一 图 ， 其 每 一 对 点 上 至 少 
有 二 点 互 质 的 链 ， 故 这 个 图 是 2 一 联 的 。 《证 毕 ) 
这 个 条 件 ， 当 然 只 是 必要 的 。 和 如 人 9"* 当 ?73* 总 是 
2 一 联 的 。 订 是 这 个 图 不 是 及 一 型 的 。 了 
一 -2” 


四 图 
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例如 图 9.8( 一 )，#= 8 ， 是 个 奇数 。 玉 ,、。 共 有 奇数 个 
点 。 在 两 分 图 ， 当 然 不 可 能 存在 奇 圈 。 又 如 图 9.8( 二 ) 虽 然 
包含 偶数 个 项， 但 任何 圈 ， 包 含 所 有 的 项 ， 必 在 x :与 x 上 重 
复 ， 这 祥 的 图 ， 当 然 不 是 太一 图 。 
已 给 图 G = (了 ,EE)， 命 SC 六 ,是 图 里 任 一 顶 集 。G ~ 5 可 
能 分 成 车 干 个 联接 的 分 于 图 ， 用 CG - S) 表 示 这 个 数 ， 则 下 
定理 成 立 : 
定理 9.12 ” 没 单纯 联接 图 C (六 ,请 ) 是 归 一 型 的 ， 则 对 于 
每 一 个 下 的 真子 集 S， 便 有 
RkR(G -SS)EIS|, 
证 设 C 是 G 的 一 个 避 一 圈 , 对 于 每 一 个 非 空 真 丁 集 5 呈 义 ， 
信 有 
Rk(C- SSIS!, 
但 C- 3 是 G- 5 的 一 个 跨 顶 的 子 图 ， 故 
kh(G — SER(C — S), 
因而 恒 有 
RCG-S)EIS|。 
《证 毕 》 
这 个 定理 的 条 件 只 是 必要 的 。 辟 如 柏 特 森 (Petersom) 图 是 
3 一 联 的 。 当 1S| = 1 或 2 本 有 RC-~S)=1， 当 1ISl= 3， 
&(G ~S) 的 极 大 什 是 2。 当 15| = 4，h(G ~ S) 的 极 大 值 是 3 
等 等 。 但 已 知 粕 特 森 图 是 非 万 一 型 的 (Chvataly, [19733， 实 
际 上 ， 在 这 个 图 里 ， 任 意 去 掉 一 点 ， 所 得 的 图 是 万 一 型 的 。 


国 
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又 关于 这 个 定理 ， 有 一 个 很 有 趣 的 例 。 比 如 下 图 
《图 9 .10) 


@! 


a 


(一 ) 9 10 《二 ) 


取 93=14、5.6}，RG-S)=4， 故 原 图 是 非 五 一 型 的 。 
但 车 在 (一 ) 里 ， 将 过 [143 故 成 173， 出 所 得 的 图 便 是 五 一 型 
的 。 由 于 将 [14] 改 成 [173 之 后 ，acc(1)+adc(4)=I0>9， 便 
可 联 边 [C147。 如 此 ， 便 可 循环 联 边 最 后 得 一 完全 图 。 据 推理 
9.10s， 知 原 图 是 如 一 型 的 ( 请 读者 作出 该 图 ) 。 

现在 再 来 叙述 一 个 关于 平面 图 是 如 一 型 的 必要 定理 。 为 此 
先 说 明 几 个 概念 。 在 一 个 平面 图 里 ， 我 们 已 经 知道 ， 这 个 平面 
历 包 含 很 多 个 面 ， 包 图 每 个 面 的 边 数 ， 称 为 这 个 面 的 级 。 设 一 
个 平面 图 = (天 ,上 ) 含 有 一 个 日 一 图 C。 我 们 知道 ， 第 一 ， 这 
个 圈 C 过 每 个 顶 一 次 且 仅 一 次 。 第 二 ， 由 于 图 大 平面 的 ， 这 个 
图 C 将 整个 平面 ， 分 成 二 部 份 ， 把 一 个 部 份 ， 叫 做 内 部 ， 一 个 
部 份 便 可 叫做 外 部 。 第 三 ， 不 管 是 内 部 还 是 外 部 ， 其 不 在 圈 C 
上 的 边 ， 相 互 之 间 ， 或 和 C 上 的 某 些 边 构成 图 的 面 。 命 内 部 所 
含 的 级 的 面 的 个 数 为 %; ， 外 部 所 含 的 级 的 面 的 个 数 为 p!。 
则 下 定理 成 立 ， 

定理 9,18 〈Gringberg[1968]) 设 单纯 联接 图 和 = (XX,E》 
是 平面 的 ， 并 设 图 C 有 巨 一 图 C， 出 


219 


CA EO- -wp).:0, 


11 
其 中 gv 与 &* 分 别 是 右 - 一 图 C 内 部 与 外 部 所 含 i 级 面 的 个 数 。 
证 设 E(G)~ 琅 (C) 是 不 在 11- 图 C 上 的 边 。 命 上 为 仿 
在 C 内 的 边 集 ，| 吾 1 =， 则 C 内 会 n+1 个 向， 放 
六 n+ 


但 妃 "中 的 每 条 边 治 仿 在 商 个 面 的 边界 上 ， 而 C 上 的 边 ， 则 每 一 
边 怡 只 会 在 ~- 个 面 的 边界 上 《 见 图 9 ,1E》。 图 CG 共 有 2 个 顶 ， 
略 C 上 共有 n 条 边 ， 故 


= ig’ = 287 + 


自 上 二 式 消去 n*， 有 
Ee)p -Nn—26 
同 理 考察 图 C 外 的 面 有 
位 (i -2)p =n-2, 


二 者 相 减 ， 万 有 
EG-2)p! -pt)=0 


jw 


《证 毕 ) 


图 9.11 
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例 1 Grinberg 几 9.12 不 是 五 一 型 的 。 

解 这 个 图 (图 9.12) 仅 含 5 级 .8 级 及 9 级 的 面 ， 代 
入 (4) 将 有 

8 (ps — ps I+ Eg -Ps +7 pa 一 oo = 0, 
故 了 .po 一 pa) 一 0 〈 模 3 》 
图 中 只 有 一 个 9 级 的 面 。 若 这 个 面 含 在 五 一 图 之 内 ， 则 上 式 左 
端 是 7 ， 若 这 个 面 含 在 万 一 图 之 外 ， 则 上 式 左 端 是 -7。 无 论 那 
种 情况 省 不 可 能 ， 右 

. 了 (op -po")=0 〈 模 3 ) 
故 这 个 Grinberg 图 是 非 妞 一 型 约 。 

3 次 正规 平面 图 不 是 互 一 型 的 。 还 可 以 举 Tutte 图 为 例 。 

例 2 Tutte 图 (图 9 .13 ) 不 是 妞 一 型 的 。 
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假使 Tutte 图 (图 9 .13 ) 有 日 一 
在 项 D 上 有 3 边 ， 设 轿 C 含 Os 与 01,C 就 不 能 再 食 边 Or。 那 么 
这 个 圈 C 进 入 部 份 图 ber 时 ， 必 自 记 (或 8 ) 进 ， 经 过 部 份 图 pqr 
的 各 点 ， 再 白 9( 或 了 ) 出 。 因 此 ， 如 补 作 [p,q 边 ， 这 个 新 图 
将 是 瑞 一 曹 的 ( 见 图 9 .13( 一 ) ) ， 命 之 为 玉 。 将 定理 9.13 应 
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用 到 五 上 ， 应 有 

(pa PI TBP PH Bp -p+ 6(pa 一 
pa")=0, 由 于 留 瑟 的 万 一 图 C' 包含 边 [p,92， 含 3 边 的 面 与 含 
8 边 的 面 以 Cp,9) 为 公共 边 ， 故 必 一 在 C' 的 内 域 ， 一 在 C ?的 
外 域 。 上 式 便 转化 成 

2(p4 ~ ) +t 3ps’ oo)=5， 
硒 扎 中 含 4 边 的 面 有 两 个 ， 以 7 为 顶 的 那个 上边 的 而 ， 应 含 在 
C' 的 内 域 ( 因 上 面 假定 含 8 边 的 那个 面 在 C' 人 的 外 域 )。 故 当 
图 玉里 另 一 个 4 边 的 面 ， 含 在 C’ 的 内 域 或 外 域 时 相应 有 Pp。 一 
9 心 = 2 或 9， 故 相应 得 
3(pe' -gs -0 或 3 (gs -ps’)=5, 

但 此 二 式 均 不 能 成 立 ， 遂 得 床 质 。 故 Tutte 图 是 男 一 个 3 次 正 
规 非 娓 一 型 的 平面 图 。 实 际 上 ，Tutte 图 省 瓦 一 链 取 7 与 4 为 起 迄 
点 。 关 于 万 一 链 的 问题 ， 将 在 8 6 时 专门 加 以 研究 。 

Grinberg 图 与 Tutte 图 都 含 46 点 。 利 用 定理 9.13 也 可 以 证 
衣 赫 尔 晒 尔 (Hersche1) 图 不 是 瓦 一 型 的 , 这 是 一 个 最 小 的 非 豆 
一 型 的 8 一 联 平面 图 。 因 这 个 图 共 含 9 个 4 边 的 面 , 据 定 理 9.13 
车 这 个 图 含 互 一 图 ， 下 式 必 成 立 : 

(294 -Pp = 0 

因 总 共有 9 个 四 边 的 面 ， 这 式 不 可 能 成 立 。 


$ 5 有 向 甸 的 哈密 尔 顿 回路 


在 前 两 节 ， 我 们 研究 了 无 向 图 @G= (性 ,已 ) 上 哈密 尔 顿 圈 存 
在 的 充分 条 件 和 必 村 条件 。 本 节 将 专门 研究 在 有 向 图 上 的 哈密 
尔 顿 问题 。 这 里 假定 图 G = ( 半 , 下 ) 名 是 有 向 的 1 一 图 。 所 谓 哈 
密 尔 顿 司 路， 是 一 条 回路 ， 自 图 的 一 点 出 发 ， 沿 弧 的 正 向 ， 经 
过 每 个 顶 一 次 且 仅 一 次 ， 再 回 到 原 出 发 点 。 哈 密 尔 额 回路 ， 以 

四 在 有 向 1 一 图 G=( 针 ，U) 中 ， 妇 打 弧 (x，y)EU， 则 称 y 对 x 的 后 继 ， 
记 为 YETG(x)， 显 然 G 完 全 被 医 数 P 一 所 决定 。 因 而 6 又 可 记 为 (XT)。 


323 


下 简 记 为 如 一 回路 。 

当然 ， 一 个 无 向 图 G =《 久 ,EE)， 可 能 有 玉 -- 圈 。 但 当 将 其 
边 给 以 定向 变 为 有 向 1 一 图 ，G = ( 芋 ,T)， 这 个 有 向 图 ， 是 不 
一 定 有 瑟 一 回路 的 。 例如 下 图 9 .14( 一 ) 与 (二 ).( 三 ) 便 是 
这 样 的 情况 ， 


1 1 3 
<|> > : 
| 
+ ? 

(| {= (=) 


区 9.14 


多 9.14( 一 ) 有 丈 一 圈 ,( 二 ) 古 强 联 的 90， 有 囊 一 回路 ， 
《三 ) 则 无 瑞 一 回路 。 

定理 9.14 (Ghouila 一 Houri,C1960)) 设 无 环 图 G = (X， 
工 ) 是 一 个 阶 F>3 的 强 联 1 一 图 。 若 在 每 个 项 上 ， 有 

dE (x) +di (x%) Pn, 

则 人 G 有 再 一 回路 。 

证 ”用 反 证 法 。 设 这 个 定理 对 于 一 切 阶 <<* 的 图 均 成 立 , 但 
对 某 个 阶 =# 的 1 一 图 G《 们 , 荆 ) 定 理 不 成 立 。 往 证 将 导致 驯 慎 。 

据 假设 IréGoOf+ lreto)| -IXi>ao (2 
命 4=[XosX19%2，… ,X119X0] 是 图 避 的 一 个 具 极 大 长 谋 ! 的 
有 向 初级 图 。 因 右 是 强 联 的 ， 故 12>2, 又 因 G 无 瑞 一 回路 ，I<<n 
命 X= {oi 
设 G - ,的 强 联 分 子 图 是 羡 ，, 义 ,，…， 针 ，《 强 联 分 子 图 ， 是 
用 等 价 关系 来 定义 的 》。 


图 在 有 向 柜 中 ,如 对 其 向 任 二 点 %，yY(x 寺 3》), 总 存在 自 % 走 向 y 的 一 条 路 ， 
见 该 图 称 为 强 联 的 
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1 . 往 证 每 个 子 图 Gx; ,Gxs ，…,Gxp 均 含 一 个 要 一 回路 ， 
设 xEX,(1 &&ip), 则 对 任 --&8<1， 有 
XH ETEX) Nt TE), 
否则 有 向 圈 4 将 可 加 长 。 故 
TeoON XX, -TN Xl, 
或 {Tax) NX + TEON Xo |X |S0, 
设 >yEX,(7 二 总 0)， 河 样 有 
JEFEOX) > YETE(Y), 
由 于 羡 ; 是 一 个 异 于 下 ,( 与 XX,) 的 强 联 分 于 图 ， 套 同样 有 
Iraeo} NX + .THEON TI -IXE0, 
但 由 ( 认 有 


， 
立 (IPzGc)nXoly1TEGOnARol-1Apiz0， 


IraGoONX, + TEONX | ~ X,| 
>- EdradNXolt |TVN Xo -1Xpl)> 0 
这 个 不 等 式 就 是 定理 所 提出 的 条 件 ， 对 于 每 个 x€ XX;， 在 六 ;内 
均 成 立 。 据 归纳 假设 Gx; 应 有 再 -- 回 此。 
2 。 往 证 存在 X;(i 寺 0) 使 
THXONX TG, TAXYIN XIES, 
亦 即 往 证 ， 店 在 Xii 专 o) 按 两 个 方向 与 世相 联 。 
因 图 @ 是 强 联 的 ， 至 少 存在 - -个 汪 j， 使 
TECX oN Xj 
考察 任 一 顶 x 名 省。UX 六 车 2 EX。， 且 车 没有 六 i 按 两 个 方向 
与 蔷 , 相 联 ， 则 (有 
XETE(X4) XETE( Xr ), 
故 
ITECON CFE -XX SX- XX, | 
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-Tox YN -区 
如 果 y Ej， 风 对 鲜 个 x 区 六 ,UU 于 ,， 有 。 
XETEY) >XETE Y), 
因而 
ITiCO)N CX -EE )| 
SIX- KX -Xi TeYNCE-X 和) 
但 对 每 一 yEX。UX;， 自 0) 有 
GD THMVN EEL EITaWN CX UX 
>| XUXi|- 1- NTH)| 
~ |X- Xe- XINTG( I + IX -XX 
IX,UX, | 
又 因 人 是 强 联 的 ,存在 自 闵 ,走向 鲜 。 形 为 Cz，，z1，*…， 
Zio121 的 路 ， 芒 中 =， -Zz1- 1 多久, UY;。 但 一半 ;中 
TE( 这 。) =$， -此 有 路 之 长 守 | 。 
作 强 (zo,z1)、 考 崇 由 Xo UX ;与 弧 《 z6,z, ) 所 构成 的 子 
图 。 由 于 TCXo) 全; 守 罗 , 故 自 匀 ;中 任 一 点 ， 到 半 o 中 任 一 点 
均 有 路 ， 反 之 亦 然 。 又 全 ,1 ,所 构成 的 子 图 , 均 是 强 联 的 , 故 
让 ,UX; 与 弧 (zo,z,) 所 构 威 的 子 图 是 强 联 的 ， 且 具 比 G 较 少 的 
项。 据 归 纳 假设 ， 不 等 式 (ii) 表 明 这 个 图 含有 五 一 过 路 ， 且 它 
必 合 铂 (zuz:)。 
用 路 [zc,z1,…，、241] 来 替代 弧 (zo,z:) 得 G 的 一 个 有 向 
圈 , 其 长 大 于 |， 这 是 矛盾 。 
故 存 在 一 个 六 ,， 按 两 个 方向 联 到 革 。。 记 这 个 芷 为 革 1。 
3 。 往 证 每 一 硕 yE 义 !， 浇 是 条 件 
TE NN Ko Ta(y) NY, Ee 
可 以 假定 | 天, 之 1， 否则 当 兰 ,= { x.} 手头 ,的 定义 ， 上述 
结论 自然 成 立 。 
2oeE 写 不 满足 条 件 
ECyo) Xo 
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命 [yuy yi ya io] 是 全 ;的 一 个 末 - 一 好 路 ， 其 长 为 g， 
1<9< fi5 自 第 1 部 份 ,在 下 ,里 这 样 的 旦 一 杀 路 是 存 在 的 ]。 

由 政 , 的 定义 ， 在 XX! 中 存在 点 ， 满 足 T5(y) 间 印 , 二 #6， 命 
ys 是 这 样 一 个 下 标 最 小 的 点 ,， 这 和 样 的 点 ys 是 存在 的 ， 且 s 二 0。 


四 9.15 
因 焉 ,的 日 一 图 最 长 ， 琢 x; E76 (ys) 导致 iragtta， ， 


xr+4 均 不 属于 Telys-1)， 于 是 
‘Talys- NX <I-qg 


故 Télys- NXol tirs(ys. NXol- IXo) 
Il-g+0-1= -4g, 
且 IriCys_- NXN+ Toys NX - IX 


(gq-1)+ (9-1)- gq=g-2, 
对 于 斌 0,1, 由 于 ys-: 与 二 之 间 ， 不 可 能 出 现 重 弧 。 
故 TSys- NX + Toy YN XN -IXe0 
于 是 1rz(ys-D1+jT3Cs -DIE- 1 二 [= 


= DS drtys NXH+Ire(ys- dN Xi 


0 


-1X:D<-2, 
这 与 (1) 矛盾 。 故 
Te) NX EB (yEX,), 
同 理 ， 有 TEYN Xo (YEXI), 


全。 往 证 ， 对 每 一 现 ys E 半 ,， 有 
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Iréys ONXol+t Ps 站 下 [9+1。 
实际 上 ， 久 ,是 一 个 其 有 ! 个 点 的 有 向 初级 圈 ， 这 些 点 ， 可 
用 “o” 与 “x” 分 别 标 记 如 次 : 
车 x, ETé(ys-.1)， 标 记 x ,以 。， 于 则 标 以 “xX”。 
自 第 3 部 份 的 证 明知 , 当 x: ETe(ys) 导 致 在 X。 上 有 9 个 
不 {t+t1s XE44} 均 应 标 以 *x”， 夏 在 于 ,上 共有 #4 二 0 个 
“o”? 与 41 夺 0 个 g 个 “xX” 的 列 。 可 能 出 现 光 于 q 个 连续 都 是 “x ”的 
序列 。 命 C 记 “x” 的 总 数 ，cx 沁 含 在 第 4 个 最 大 的 “x” 的 
序列 里 所 含 g 个 “x” 的 序列 的 总 数 。 这 个 最 痰 的 “x” 的 序 
列 ， 闪 会 gt+a, -1 个 “x” ， 
故 CF({gar~1)+(gtas -1+ + (ga -1) 
qt (a taste+a;) -1 
其 中 表示 “Xx” 的 序列 的 个 数 ， 其 长 之 gq 的 。 于 是 
rot al eta ci gt 
因而 有 
{Tey NN Xo Te(ys_ NX Cn ta il-gl, 
5 . 往 证 ， 存 在 一 项 ysGX,， 使 
ITaeCy}ONXo | +ITe(ys. IN Xo |>{-g2, 
实际 卡 ， 自 (i) 对 每 一 顶 y€ 贸 ,， 有 
IrEOYN Xo + ITa YIN X,) 
>|Xo| -COTEOINX + ITAN NA- |X 
TEMNX ri TE NX Xl) 
jo 
>I-C(g-1)+(g~-1)-9-0 
区 [一 G+2。 
用 两 种 方法 计算 邢 o 与 环 ! 之 问 联 弧 的 个 数 ， 有 
! 
ZS roy oNX lt Ir ys 人 


sp 
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SctGoNX lr Iray Nl) 


So 
>q({- gq+2)。 
逆 什 少 应 存在 一 点 ys， 满 足 不 等 式 
iTe(yso)N Xol + ITIt(ys -1 ) NX>1- 9+2。 
这 和 第 4 步 的 结果 了 矛 
屠 ， 于 是 定理 得 证 。 
(证 毕 ) 
读者 可 注意 ， 定 理 9,14 1: 
的 条 件 
dE(x) + da(x)n 
也 只是 充分 的 。 辟 如 右 图 。 “ 
9 .16 无 环 ， 强 联 ， 有 右 一 
这 路 。 但 上 述 条 体 是 不 满足 “ 
的 。 末 9.16 
定理 9.15 (Nash 一 Williams,[19693) 设 G=(X,F) 是 
一 个 阶 n2>3， 下 开交 1 一 大 ， HL 
2 (> 全 do (x) 
则 G 有 瑟 一 迎 路 。 
证 据 定理 9,14， 能 证 0 强 联 即 足 。 实 际 上 ， 当 G = ( 鲜 ， 
工 ) 是 一 个 无 环 的 1 一 图 ， 共性 质 


dt > 访 !， ad500P- (EX) 


> (xEX) 


时 ，G 便 是 强 联 的 。 

候 设 定理 不 成 立 , 则 在 6G 里 存在 强 联 分 子 图 。 针 1, 防 ,,*…， 
症 p， 将 这 些 分 子 图 ， 均 凝 缩 成 一 点 ， 则 所 得 的 图 天 不 能 有 有 
向 加 。 改 至少 有 一 联接 分 子 图 璧 如 六 .， 具 性 质 ， 

mi( Xi, XK)=0, 


复 有 另 一 分 子 图 ， 辟 如 六 ,， 具 性 质 ， 
IE- 和) = 0, 
设 | 关 | 区 | 下 |， 取 x,EX,， 则 
di EX lS 1 
这 和 原 假 设 矛 盾 。 
若 j 祥 ,| 委 | 才 sj|， 可 取 % CX!， 则 


1 -1 
CoO<IXIPIS -2 -IT< 


这 也 是 矛盾 。 “证 毕 ) 
定理 9.16 设 G 是 一 个 无 环 ， 阶 #2>3 的 1 一 图 ， 具 性 质 
> oO (xEXY 


其 中 # 是 一 个 整数 ，0<h<n-1， 
则 亿 中 每 一 个 8 长 的 初级 路 会 在 一 个 及 一 回路 内 。 

证 设 jo=[as，ai，…，4z) 是 OG 里 一 条 长 的 路 ， 
命 

A- {a Gs “7, ar} 

自 , 会 去 44, 加 进 新 点 a, 对 每 一 点 x*EX -A4， 且 XE Ti 《a。) 
药 ， 加 进 红 5(x,a) ， 又 对 每 一 点 yE -4 其 yE TE 《as) 
交 ， 加 进 弧 (a，y ) 得 图 Go， 图 GG。 共有 nn-k=no 个 顶 且 
对 每 一 顶 x 专 ao， 有 

dE, (xX) = dix) -mt tx, A- { ao } ) Padé (x )-h, 

dE, (x) da(x) -ma (x, A- {ar } )Pds(x) -kh, 
又 dtl =dt(0) -mita A- {or })P>dE(0) -Rk, 

dala) = dalgo) -melao, A- {ao } )Pds (a0)-h, 
故 在 图 G, 上 ， 其 每 一 项 x， 有 性质 


dé,(X) > 全 全 -Rn./2, 
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da) > “+h 2 


所定 理 9,15，Ce 有 石 一 回路 过 项 ce， 将 顶 e 改 成 路 ko 便 得 原 图 
G 的 一 个 五 一 回路 ， 包 含 路 ja。 《证 毕 》 


$ 6 ”哈密 尔 顿 链 与 哈密 尔 顿 路 


本 节 将 分 两 部 份 ; 第 一 部 份 研究 无 向 图 G = (XX. E) 上 的 
哈密 尔 双 链 的 问题 。 第 二 部 份 研究 有 启 1 一 图 G= (X, 7) 上 
的 哈密 尔 顿 路 的 问题 。 和 先前 一 样 ， 前 者 简 记 为 右 一 链 ， 后 者 
简 记 为 五 一 路 。 

已 给 元 钢 图 G- (处 ，E )， 在 § 3 与 8$ 4 里， 我 们 分 别 
研究 了 互 一 图 存在 的 充分 条 传 与 必要 条 件 。 假 使 船 找到 一 条 链 
自 一 个 项 出 发 ， 终 于 另 一 顶 ， 经 过 图 的 每 个 顶 一 次 县 仅 一 次 ， 
则 这 样 的 链 叫做 哈密 尔 顿 链 ， 简 记 为 五 一 链 。 候 使 图 G 有 五 一 
圈 ， 则 某 些 相 邻 点 对 之 间 是 布 五 一 链 的 。 另 一 些 相 邻 点 对 之 
闷 ， 有 无 妃 一 链 相 联 ， 不 能 确定 。 非 邻 点 对 之 向 ， 有 无 互 一 链 
相 联 ， 列 更 不 能 确 定 。 如 图 9 .13 (一 ) 的 Tutte 图 ， 虽 无 如 
一 圈 ， 但 至 少 有 三 个 不 同 的 五 一 链 ， 取 不 相 邻 的 点 对 ， 傲 起点 
和 终点 。 

一 个 无 向 图 C=《〈 元 , 殖 )》， 其 任 一 对 点 ( 相 邻 或 否 ) 之 
间 ， 总 至 少 有 一 个 五 一 链 将 其 相 联 ， 则 这 样 的 图 ， 称 为 是 哈密 
尔 密 联 接 的 ， 简 记 作 五 一 联 。 

若 任 给 边 集 | 下 | -gqg， 而 ( 也, 收 ) 是 若干 个 硕 互 质 的 
初级 链 ，、x,y 是 两 个 不 同 的 初级 链 的 顶点 。 车 无 向 单纯 图 G 总 
有 瑟 一 链 包 含 了 ， 取 此 二 点 微 为 它 的 起 点 和 终点 ， 则 图 G 称 为 
是 g 一 末 一 联 的 。 当 4 = 0 ， 便 是 一 般 的 所 谓 恕 一 联 。 于 此 先 
定义 下 概念 ， 

4 一 五 一 联 图 类 党 (n,9 ) ， 已 给 zx 六 3，0 生 9<a- 2， 
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一 组 n 阶 单纯 无 向 图 G =《 天 ， )， 满 足下 二 条 什 ; 

(1 ) 在 G 内 任 取 边 集 | 下 | = 9， 只 须 ( 入 ， 拨 ) 是 若干 
个 点 互 质 的 初级 链 的 合 ， 则 人 在 G 内 ， 存 在 如 一 图 ， 和 包含。 

《2) 车 GE CE (nw，9)，t，v 二 点 不 相 邻 。 联 4，% 得 新 
边 Cu,v) ,加 进 图 G ,得 新 闻 G -G+rcao 则 GE Ye (1,q) ， 

这 些 无 向 单纯 图 G， 构 成 一 个 类 ， 称 作 4 一 盯 一 联 图 类 ， 
记 作 品 (mm 9)。 

引 理 9.1 类 ,党 (z,9) 中 每 个 无 向 单纯 图 G 是 (9-1 ) 一 吾 
一 联 的 。 

证 设 图 G= 《名 ) EO(n，9) ,下 是 图 G6 中 9 一 1 
条 边 所 成 的 边 集 ，《〈 卫 ， 玉 ) 是 车 十 个 点 互 质 的 初级 链 之 合 。 
青 设 x,y 是 ( 义 ， 下 ) 中 二 相 异 链 两 个 项 点。 车 边 [xy)E ,到 
G'= Gs 车 边 [xyJ 久 EE, 取 G' <G+[xy]。 据 类 (rn,，9) 的 
两 个 条 件 ， 知 G 或 G 有 已 一 圈 ， 包 含 囊 jjfxy]， 获 已 总 含 在 
一 个 无 向 单纯 图 G 的 一 条 态 一 链 内 ， 取 x 与 ?为 其 起 点 和 终 
点 。 (证 毕 》 


在 这 里 须 注意 ， 所 给 的 边 集 严 ， 必 须 可 分 成 若干 个 点 互 质 
的 初级 链 ， 其 个 数 之 2 。 营 所 本 身 是 一 个 初级 链 ，x，y 为 其 
端点 ， 则 在 图 G 中 便 不 可 能 有 右 一 链 ， 包 含 了 ， 而 以 x<，y 为 其 
端点 。 

定理 9.17 设 G= (天 ,已 ) 是 一 个 阶 4 3 的 无 向 单纯 图 ， 
将 项 按 次 区 的 递 升序 列 编 号 ，d ,<<d, 蕊 … 人 ds， 其 中 d 满足 
条 件 ， 


diSRC2KRS 了) -dea-p+1， 


则 图 @C 是 囊 一 联 的 。 
证 据 定 理 9,3, 满 足 上 述 条 件 的 ws 阶 单纯 图 有 五 一 图 ， 包 
含 任 给 的 一 条 边 〈 即 任 一 相 邻 的 点 对 )， 向 G 增加 一 条 新 
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边 ， 得 G" ， 则 G" 也 满足 条 性 
GeSRediPnR+ 1。 
故 在 G' 时 存在 及 一 畦 ,包含 G' 里 任 一 这 ， 庆 图 GE (mm 
1 )， 据 引 理 9.1 知 9G 是 O 一 已 一 联 的 ， 即 G 旦 娓 一 联 的 。 
(证 毕 ) 
定理 9.18 (Erdes, Gallai,f1959] ) 设 G= 《(X, Ey 
是 一 个 阶 z 8 的 无 向 的 单纯 图 ， 在 这 个 图 上 ， 任 二 相 异 非 邻 
点 x 与 > 的 次 数 ， 满 足 条 件 
de (x) + di (9) >n, 
则 G 是 万 一 联 的 。 
证 欲 证 C 是 五 一 联 的 ， 须 证 GE% (n，1 ) 。 首 先 须 
证 6 含 互 一 图 包含 G 的 任 一 边 。 设 定理 不 成 立 ， 命 G 是 最 火 的 
无 向 单纯 图 ， 不 存在 太一 图 包 合 图 的 任 一 边 。 设 es 是 这 样 的 
一 边 。 由 于 G 的 极 大 性 ， 又 内 G 不 可 能 是 完 企 同 尺 ,， 邦 可 启 
图 6 增加 新 边 Cca，5]， 其 中 a 与 6 基 原 图 G 中 相 异 的 不 相 邻 点 
对 。 命 C' =G+feb]， 则 G' 里 焰 有 了 一 辕 包 含 边 e,。 帮 在原 
图 G6 里 存在 万 一 链 包含 边 eo。， 形 如 
Hla, bY=Cay, yz yyy ns bY), 
取 y! 9， 并 命 
了 = (ix 2, CasyiEF, Cyi1s Yi]Xe,}o 
由 于 do (@) 之 1， 硕 de'(@) 之 2 而 es=[y;-1，y /J 最 多 内 
有 一 条 ， 故 
[Tl2de(a) - 1。 
又 车 FE7， 则 3，- :各 Fec(b)， 否 则 
Cay Yin Visor n= ys 3 
将 是 G 里 一 个 及 一 团 ， 包 含 e。， 由 此 知 
并 一 9 人 (的 六 1 了 jadc(o) -1, 
履 dc(a)+d (ps 
这 是 矛盾 。 故 满足 条 件 的 图 G 有 歼 一 圈 含 他 的 任 一 边 。 对 
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G 增 加 任 一 新 边 Ca， 的 得 G' 。C" 当然 也 能 满足 定 理 的 条 件 
故 在 G' 里 有 瑟 一 辕 , 包含 G' 的 任 一 边 。 于 是 G EE (n，1)，、 
据 引 理 ， 知 G 是 入 一 联 的 。 
《证 毕 》 
定理 9.19 《 Ore, C19637 ) 设 G 是 一 个 阶 rn 之 3 的 无 向 单纯 


图 ， 具 nm 条 边 ， 且 mm 之 ("21》+ 3， 则 G 是 五 一 联 的 。 


证 设 GK,， 则 奋 G 里 ， 存 在 非 邻 点 对 0 与 5。 命 E, 表 
示 所 有 不 和 a 与 5 相 分 的 边 集 ， 则 
1E}=de(o) td(b) +|E,!, 
且 因 五 .不 含 大 于 五 。， 的 边 集 ， 故 


IB (n(n) 


故 dc(@)+de(b) = IE -|E,| 


> 十 o-De-2+r3 -二 


邑 del@) + de(b) tp 
据 上 定理 9.18， 乃 得 本 定理 。 
《证 昌 ) 

从 以 上 几 个 定理 ， 可 知 对 于 单纯 无 向 图 G 是 对 一 联 的 要 
求 ， 比 G 是 太一 型 的 要 求 强 得 多 。 互 一 型 的 要 求 ， 内 是 要 求 在 
G 里 有 时 一 立 存 在 ， 而 时 一 联 ， 则 要求 在 图 G 里 过 每 一 边 ， 有 
瑟 一 年 ， 且 当 a,b 二 项 不 相 邻 时 . 作 图 G' =G+[Ca,b,G' 里 应 
有 万 一 圈 过 边 [e.b0。CE8 (hn,1) 是 G 为 万 一 联 的 充分 而 又 
必要 的 条 件 。 

在 本 节 的 后 半 部 ， 将 往 研 究 有 向 图 上 五 一 路 的 存在 问题 。 
所 请 万 一 路 ， 就 是 一 条 路 ， 过 图 的 每 一 顶 一 次 且 仅 一 次 ， 研 
究 昌 一 路 的 问题 ， 革 本 从 定理 9.14 出 发 。 

定理 9.20 设 G = ( 革 ,T) 是 一 个 无 环 的 1 一 图 ， 具 性 质 
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di(x) +ds(x) Pn— 1 {xEX) 
则 GG 有 也 一 路 。 

证 向 G 加 进 一 点 xw， 自 xzo 到 其 他 各 顶 联 方 向 相反 的 两 条 
缴 ， 得 有 向 1 一 图 G'- 《XX/,，T) 。 显 见 G' 是 强 联 的 , 无 
环 ， 日 d# (xz)+d2 (ZDDH 1+2=n+1=n (xEX’) 
据 定 理 9。.14，G’ 有 玉 一 回路 ,在 这 条 太一 四 路 上 ， 抹 去 顶 x, 便 
得 G 的 一 条 日 一 路 。 

推理 9.20。 设 C=〈 兴 ，F ) 是 一 个 完全 1 一 图 ， 刘 G 有 
刁 一 路 。 

证 出 于 C 是 一 个 完全 1 -- 图 ， 依 定义 ,G5 的 每 二 顶 之 
间 ， 至 少 有 一 弧 ， 放 

di(x) + da(x)r- 1 (xEX) 
据 上 定理 9.20 力 得 本 推理 。 
《证 毕 》 

推理 9.20。 竞赛 图 G =〈 羡 ，T ) 有 厅 - 路 。 

证 竞赛 图 G=( 义 , T) 是 一 个 逆 对 称 的 完 企 1 一 图 ， 
其 条 性 

di(x) +d5(X) = 手工 (x EX) 

据 推理 9,20。 便 得 本 推理 。 

《证 毕 ) 

定理 9.21 设 G=《 关 ,T) 是 一 个 阶 s2> 3 的 无 环 的 强 联 
1 一 图 ， 阁 在 图 中 任意 扩 去 一 项 所 得 图 仍 保持 强 联 ， 且 

dé(x) + d(x) PR+ 1 (x€EX), 
则 对 每 一 对 相 异 顶 6 与 5， 闪 G 里 存在 一 条 日 一 路 以 a, 5 为 其 端 
点 《 即 太 一 路 自 a 到 6 或 自 b6 到 a ) 。 
证 将 c，5 二 项 凝 缩 成 一 点 C， 命 所 得 的 图 是 C" ， 且 取 
TE,(c)=I8b)- {a}, 
Fz co)=TrzGo 一 《By 
叉 命 所 得 图 为 G”"， 且 取 
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Tél) -TED)— {8}, 
Talc) -Telb) {a}s 
由 于 在 G 里 任意 沫 去 一 点 ， 所 得 图 仍 是 强 联 的 ， 故 自 任 一 
点 x 所 9，B， 有 路 ， 自 x 到 c， 避 开 p， 又 有 了 路 自 5 到 x 各 开 c， 故 
在 G“ 里 ， 自 x 到 c 和 自 c 狸 Y 均 有 路 可 通 ， 故 G' 是 强 联 的 。 同 理 
G* 也 是 强 联 的 ， 就 G 与 G6” 而 请 ， 有 
IF (eo) | ri Ta (Ce lr! Piso) | + ras(c)1 
> ITE -+ -1rlPe(a) -tiPe(Co)i-I 
21XI -2=1X | +X"!, 
喜 下 二 不 等 式 ， 至 少 有 一 能 成 立 ， 
ITe, (cl -1 rac) |>1X’] 
ITa- (01 + Pro (0 |X"!: 
设 第 一 式 成 立 ， 贴 因 图 C' = 《( XX’', 研 ) 是 强 联 ， 无 环 ， 
1 一 图 ， 且 
dt (xX) +d5 (A)PIX'|, (XEX') 
故 图 G’ 有 瑟 一 回路 过 项 C。 回 到 图 @, 在 6 里 将 有 太一 路 自 顶 6 
走向 顶 a。 若 是 第 二 种 情况 ， 话 原 图 G 里 将 有 态 一 路 ， 和 白 顶 oe 走 
向 项 6。 
《证 毕 》 
这 个 定理 ， 实 际 上 是 无 向 图 里 五 一 联 那 个 概念 的 推广 。 
定理 9 ,22 设 图 G =《〈 有 天， 六 ) 是 一 个 # 阶 无 环 的 1 一 图 ， 
其 性 质 
dw)> ,dolx) fi! (xEX), 
岗 每 一 对 项 c 与 8 之 间 有 总 一 路 相 联 。 
证 车 a ET(b)， 取 二 CG， 否 则 取 G = G+ (6b, a)， 
图 G' 满足 定理 9.16 的 条 件 , 故 G 有 五 -一 国 了 路 ， 包 含 弧 (5,a)。 
故 在 原 图 G 电 ， 有 -一 路 ， 自 a 直到 6。 
(证 举 》 
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这 个 定理 实际 上 表示 每 二 相 异 项 总 是 图 G 轩 某 条 万 一 路 的 
端点 。 二 相 异 项 8 之 间 ， 可 能 有 二 条 已 一 路 ， 一 个 是 自 a 到 
656， 一 个 是 自 b 到 a， 当 然 这 两 条 及 一 路 不 一 定 是 弧 互 质 的 。 


§7 ”竞赛 图 上 太一 一 路 的 求法 


为 了 说 明 这 个 问题 ， 先 介绍 下 面 的 一 些 概念 和 定理 。 
定理 9.23 ” 设 有 向 图 G =《 关 , 厂 ) 是 一 个 完 爹 1 一 图 (可 
能 有 环 ) ， 在 图 上 任 一 点 x。 具 下 性 质 ， 
TCG) {xo} l=maxiT(2)— { x} 1, 


则 称 x。 是 图 的 中 心 ， 且 髓 这 点 到 图 土 任 一 点 有 路 ， 其 长 不 超 
过 2。 

证 中 心 xe 的 存在 是 很 明显 的 。 

。 投 有 点 ?所 xs*， 不 能 自 z, 出 发 ， 最 多 用 两 条 弧 走向 2， 副 

3 多 (xo)， 因 图 是 完全 的 故 *。ET (y ) ， 

在 F(xu) - {xu 上 中 任 取 一 点 z， 若 >EF(Cz)?， 册 有 路 ， 其 
长 为 2 自 x。 从 z 通 向 y， 否 则 z ET (y)， 于 是 

Ty — {yy} PC- {xo}, 

或 TOD {yy IIT(xo)- {xo}l 

=maxlT(x) ~ {x}|, 


这 是 矛盾 。 由 此 可 知 自 中 心 x， 
到 图 上 任 一 点 y 二 xo 均 有 路 可 
通 ， 且 路 长 不 超过 2 ， 这 样 的 
点 ， 又 称 为 图 的 根 。 
《证 毕 ) 

推理 9.23。 (Camion ， 
£1959]) 设 有 向 图 = (XY,， 荆 ) 
是 一 个 强 联 的 完全 1 一 图 ， 则 
G 有 万 一 回路 。 国 9 了 


Tom trol 
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证 因 @G 是 一 个 强 联 的 完全 1 一 图 ， 故 G 上 上 总 有 回路 ， 但 
G 是 有 限 的 ， 故 在 Gt 有 极 大 回路 


H=[aei Go， Ge Gr, Gi+t = G1)o 
往 证 4 是 一 条 五 一 回路 ， 即 过 @ 的 每 个 顶 一 次 且 仅 一 次 。 
设 和 -ary aa Gti Gh} 二 中， 


到 bEX 一 {a as a} 
网 arET(6)S6ET (a 1) ET(h 
bET(G,)S0; 1 
T(a;41) 因 图 是 完全 的 ，. - 
状 的 ， 故 当下 一 {a，as mw， 上 
所 由 ， 其 中 的 点 可 分 为 两 部 份 ， 一 
部 份 8; 里 点 都 指向 41。 另 一 部 份 
如 :中 的 点 ， 总 自 & 有 了 弧 发 来 ， 又 因 
图 是 强 联 的 ， 忆 过 中 ，Bassb， 
且 各 五 有 统 指 向 召 : ， 警 如 弧 
图 9.18 Cb;,，b1)， 于 是 
pH =a as “1 Gsbob 0 


是 一 个 回路 长 于 x， 这 是 矛盾 。 


《证 毕 ) 

总 结 以 上 所 论 , 可 知 完全 1 一 图 G 总 有 中 心 xy, 向 G 增加 一 
点 z， 并 增加 红 (>，xo ) 与 (x，> ) 其 中 x 闪 x 是 天 中 任 一 
点 ， 得 图 G/ ，G' 是 强 联 的 ， 故 G 有 五 一 回路 ， 在 这 条 回路 
上 ， 去 掉 z?， 便 得 原 图 G 里 自 x, 册 发 的 五 一 路 ， 据 此 在 一 个 竞 
赛 图 上 ， 作 瑟 一 路 的 具体 作法 ， 可 总 结 为 次 ， 

第 一 步 ， 确 定 max1T(x) - 《% 上 |， 以 确定 一 个 要 x。， 

第 二 步 ， 在 CFCxu) = 《xu } ) 中 选取 一 点 *1 其 出 次 最 
大 ， 继 续 这 样 做 ， 最 后 可 得 五 一 路 xoxim…s， 

例 下 面 是 一 个 竞赛 图 ， 它 的 一 个 如 一 路 作出 如 下 
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EE 


下 9.19 


西 出 竞赛 图 ,如 图 9,19 标 出 每 一 项 上 的 出 次 与 入 次 。 首 先 
取出 次 最 大 的 点 x 1， T(x1) = { xa， Xs x6，Xe 在 T (x1) 
中 内 次 最 大 的 有 xs 与 %。， 取 x3,， T(xs) = {x2,xs,x。)} ， 再 
取 x2, T(xa) = {x Xo }, TX) = {x,, xe}, T(xe) 
= {x 上 ， 于 是 xixsxyaxzsxsys 便 是 一 条 万 一 路 。 

下 画 再 举 两 个 例 ， 作 为 本 章 的 结束 ， 

例 1 有 一 部 机 器 制造 种 不 同 的 产品 J，(i= 1 ，2，…， 
# )， 但 每 完成 一 个 产品 之 后 ， 须 将 机 器 加 以 调整 才 能 生 产 下 
一 种 产品 。 设 生产 产品 J， 之 后 ， 生 产 产 品 J 调整 机 器 须 耗 费 
时 间 ty 。 如 何 安排 ， 才 能 使 生产 这 "种 产品 调整 机 器 所 耗费 
的 时 间 景 少 ? 

例如 有 六 种 产品 ， 其 先后 调整 机 器 所 耗费 的 时 间 列表 如 
下 : 
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fT fs yy fo 
J 058421 
J 101282 
13 250128 
J 144012 
J 184505 
J 442810 


将 生产 顺序 ， 按 耗费 时 间 的 大 小 排列 ， 画 出 图 ( 实际 是 一 
个 竞赛 图 ) 。7:7。 上 有 二 方向 ， 囊 示 /7: 之 后 生产 六 与 Js 之 后 
生产 7 了 :耗费 的 时 间 是 一 樟 的 。 取 时 间 耗 费 较 少 作 为 方 向 ,得 
图 如 下 《图 9 .20)， 


LC 


1 


2.3) 


图 9.20 
自 7: 起 ,排出 五 一 路 7 ;7 :7.7s7 ly 总 的 耗费 时 间 是 5， 显 
见 这 是 最 好 的 。 任 选 排列 了 :7 J J :7sys， 调 整 机 器 总 耗费 时 
间 是 21， 这 可 能 是 最 坏 的 情况 〈 读者 可 注意 ， 这 里 可 用 第 十 章 
$ 4 最 后 一 段 所 讲 的 方法 来 进行 演算 ) 。 
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在 矩阵 ! 


Fo nm 二 
上 
A 

A 
-Mwy 
7 News- 


4 
中 的 元 素 ， 最 大 没有 超过 8 的 ， 主 对 角 线 上 的 元素 都 是 0， 
自 8 减 去 矩阵 中 非 零 元 素 ， 仍 作为 这 个 元 素 所 在 位 置 的 
元 素 ， 得 一 新 矩阵 ， 对 于 这 个 矩阵 ， 使 用 Kuhn 一 Muakres 


名 


| 
707658 | 
| 
i T744076 | 
|754808 | 
| 446s57o | 


司 9.21 


法 则 ， 求 出 一 个 分 别 在 娘 ，Y 中 各 有 一 个 下 标 第 此 不 同 的 点 为 
饱和 点 的 极 大 并 列 集 。 在 本 例 中 得 极 大 并 列 集 {523]，[34， 
[45]，[51],[16] } 。 还 原 到 原来 的 问题 ， 便 是 J* 之 后 ， 跟 随 
了 s， 跟 随 J ,，Js，J 1，J。， 调 整 机 器 所 耗费 的 时 间 最 少 ， 其 
值 是 1 +1+t+1+t+1l1+1=56 

例 2 计算 机 梯 鼓 的 设计 ,是 一 个 找 有 秽 光 拉 圈 的 间 题 。 旋 
转 科 训 ， 用 二 进位 ， 在 磁 餐 上 安排 好 位 置 是 0 或 1， 要 使 等 连 
续 s 个 位 置 代表 一 个 数 ， 旋 转 一 周 ,恰好 得 2 "个 数 。 问 这 些 
0 和 1 应 如 何 安排 ， 使 不 出 现 重 复 。 下 面 举 ?= 4 为 例 。 

解 首先 说 明 尤 拉 回 路 这 个 概念 ,在 右 内 图 G =《〈2 避 ) 


里 
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dé(x) = dai(x) (x€EX), 
则 图 G 称 为 是 所 对 称 的 。 很 明显 ， 这 样 的 图 若是 联接 的 ， 其 每 
顶 的 次 ， 应 都 是 异 于 零 的 偶数 。 和 证 明 本 章 定理 9.1 一 样 ， 可 
以 证 明 在 这 样 的 图 上 ， 必 存在 尤 拉 回 路 ， 反 之 亦 伏 。 
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弧 二 进位 强 二 进位 


G1 0000 Gp 0010 
Us 0001 Gin 0101 
gs 0011 Q11 1011 
a 0111 G2 0110 
as 111t G13 1101 
Ga 1110 Gia 1010 
ar 1100 Qs 0]00 
Ga 1001 Ge 1000 


先 排 8 个 位 数 的 二 进位 数 ， 共 有 2，= 8 个 , 作 8 阶 的 图 。 
当 一 点 是 了 ,了 P,P， 其 下 点 便 取 P,P,g1 与 P:Psq,， 其 P;、q， 
都 是 0 或 1. 联 强 (P,P;Ps,，P,Ps9) 与 (PP,Ps, PPsg: ) 
这 样 便 联 得 一 个 拆 对 称 的 则 C。 当 到 8#= 8， 所 得 图 便 如 图 
9“' 22。 技 规律 联 弧 , 在 每 一 顶 x， 恒 有 2 弧 自 该 项 发 出 ， 也 恒 
有 二 弧 ， 发 入 该 项 。 故 恒 有 

dE(x) = di(x) = 2 (XEG), 

该 图 共有 2， 2 */ 2 = 2*= 16 条 弧 ， 每 条 强 可 用 由 位 的 二 进 
位 数 来 表示 。 在 每 条 弧 上 ， 起 点 的 后 两 位 数 ， 与 终点 的 首 二 位 
数 是 相同 的 ， 那 末 ， 把 终点 的 末 位 数 ， 附 在 第 一 点 之 来， 便 得 
一 个 中 位 的 二 进位 数 。 璧 如 弧 o:， 其 表示 数 是 0001，as 是 0011 
等 等 。 

自任 一 点 出 发 ， 求 出 一 个 尤 拉 回路 ， 顺 次 在 经 过 的 顶 的 二 
进位 数 上 ， 加 进 下 一 点 的 末 位 数 ， 最 后 便 得 所 要 求 的 磁 鼓 上 0 
和 1 的 排列 顺序 。 如 图 9，22 匠 标志 的 那个 万 拉 同 路 。 在 磁 鼓 
上 所 表示 的 0 和 1 的 排列 是 90000111100101101。 
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习 是 
1 ， 设 6 是 一 个 非 平凡 的 光 拉 回 ，x 呈 CG 由 .点 。 试 证 ， 起 点 车 x 阴 任 何 一 条 
链 都 可 扩 完 为 G 的 一 条 讽 拉 因 的 充 要 条 件 号 ，G 一 x 是 林 。 
2 . 设 有 向 图 @ 一 ( x，{7 ) 是 联接 的 。 直 : 如 是 尤 拉 贺 ， 当 县 仅 当 对 每 


个 点 x€ 玉 ， 有 dE(x) =d6{x) 成 立 。 

3 ” 设 有 向 图 G==( 芒 ，U ) 是 联接 的 。 
弹 司 分 解 为 固 路 。 

二 ， 试 证 明 : 如 果 ( 1 ) 轩 G6 一 ( 半 ， 台 ) 不 是 2 一 一 联 的 ， 或 者 (2 ) 医 6 是 二 
分 图 (天 1，X2: 巨 ) 但 | XI 上 二 | 有 | ， 则 国 @ 是 非 哈密 酌 的 . 

5 ”耗子 要 吃 全 部 3 X 3 X 3 立方 块 的 孔 酷 。 技 其 方法 是 控 亲 通过 所 有 27 个 
1 X 1 X 1 的 小 立方 沉 ， 如 果 在 一 个 角 上 开始 ， 问 它 可 否 在 立方 体 中 心 完成 ? 

6 .一 展览 会 有 36 个 展览 室 ， 布 成 6 X 6 的 方 阵 如 下 图 也 .其 中 每 一 个 展览 室 
均 与 相 邻 的 展览 室 有 门 相通 . 今 钦 从 入 患 闽 入 ， 把 每 个 展览 室 参观 一 次 且 仅 一 次 局 
下 出 只 离开 ， 此 想法 能 实现 吗 ?为 什么 ? 


证 明 ，G 是 尤 拉 关 ， 当 且 仅 当 含 的 


和 -二 


T ， 设 单纯 医 G 各 点 的 次 数 依次 为 ，dlrsas 
的 次 雪 依 由 小 到 大 的 顺序 狱 列 为 ，d 三 dy 二 


一 4 又 设 共 补 轿 G 的 各 点 
二 41 、 试 证 ， 如果 对 一切 


ma/2 都 有 dw 王 dh ， 则 人 有 太一 路 ， 进 一 步 推导 出 结论 ， 如 果 图 G 是 自 补 的 。 


则 G 有 玉 一 路 。 
| {C Rl Clapham ) 


8 ， 设 G= ( 久 ， 了 ; 忆 ) 是 单纯 的 二 分 图， 2， 其 名 点 的 
次 数 依 由 小 到 大 的 顺序 排列 为 ，#1 二 |XUY |。 试 证 明 ; 
如 果 泣 足 条 件 ，d% 夺 加 及 d nf/2 夺 #1/2 一 m 的 mm 信 均 大 于 mn/4， 则 局 是 如 一 型 
的 、 {Y.Chyg&tal ) 
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9。 没 蕴 生 轩 G6 的 


小 次 数 法 8。 共有 点 、 砚 边 ，: 


证 明 ， 如 黑 n 二 68。 


县 > ("FD ) 十 82， 列 G 旦 末 一 弄 的 ， (R.Erdos ) 

10， 优 汪 阳 ， 如 果 单 纯 疗 是 联结 的 ， 点 区 #2> 2 5， 六 中 8 为 县 小 : 数 ， 人 G 
合 有 一 条 长 注 夷 少 为 28 的 链 。 {GA Dirac) 

11，Dirac 1952 年 曾 江 难 ， 如 人 号 2 联 的 单纯 图，n2= 2 8， 其 中 # 挟 点数 ，8 
是 最 小 次 数 ， 则 G 中 含有 长 庶 衬 少 为 2 St 司 。 试 和 用 此 结论 这 明 ，《 48+ 1 二) 个 
顶点 上 的 每 一 个 2 上 次 自 玫 单 统 图 部 是 万 -一 型 的 图 (k=1)。 (CSt.I 
A.Nash—Williams ) 

12、 没 单 纯 丫 @G 各 点 | 依次 为 由 三 4 三 三 dn.9 为 整数 ， 19 一 
3 ， 斌 证明， 如 黑 由 1 = 天 jad 三 i+ 9，d ij 三 j++ 4 一 1， 邑 导致 di 十 d . 宇 # 
十 g， 则 对 鲜 一个 边 集 合 ，[ 下 | 一 9， 且 《和 X， 下 ) 是 点 三 大 的 碟 线 链 集 合 , 则 
存在 一 个 电 一 各， 合 有 边 集 F。 

13、 设 单纯 四 G 的 阶 4= 3， 莹 效 g 满足 0 二 9<x 一 2 ， 这 证 时: 如 果 ( | ) 
对 每 个 gg9<h< 上 (np 十 9- 1)， 以 S :表示 次 数 二 6 的 点 第， 则 1 S+ | < 一 


9，《 2 ) 如 末 # 十 g 为 奇数 ， Bho} (nte-1 ) .由 15x 1 大 8 一 9， 则 对 


个 边 集 、| 下 | 一 9，( 六 下) 为 点 互 质 之 初级 链 ， 疼 站 一 个 昌 -一 图 含 边 
集 FF， (Kronk, (1969) ) 

14， 设 单纯 图 G 的 阶 h= 3 ， 各 点 的 内 数 依次 为 di 三 四 二 …… 拓 da。 试 江上 明 ; 

如 果 由 i 4 ;三 j 就 导 帆 di 十 d; 关 4， 则 6 含 对 -- -- 轿 。 (Bondy 
(1969) ) 

15. 设 G=( 允 ,入 ;已 ) 为 单纯 的 二 分 图 , [XX | 二 1Y | 二 n=2 ,有 de(xL) 
de ( x2) de (Fn ), dely1) edc (ya) "de( yr) 证明 : 如 
暴 dc (xi ) <Rcr 导 殖 dc ( yr- ) 汪 nm 一 8 十 1. 则 G 合 有 杂 一 加 

{Chvatel ( 1972) ) 


16， 设 单 钝 图 G 的 阶 a 3 ， 试 注 蚂 ; 如果 ( 1 ) 对 每 个 整数 如 1 » 


—1 
2 


顶点 中 次 数 寺 上 的 个 数 <k，《( 2) 如 为 青 数 ， 风 次 数 三 的 项 点 个 数 三 


-于 二， 中 6G 人 有 一 图- (POsa (1962)) 
17， 设 单纯 图 G 的 阶 r= 3 ， 其 各 点 大 数 依次 为 d1 二 dz 所 “三 dn， 试 证 胆 : 
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加 果 诬 上 心性- 可 得 由 d1 > 可 G 售 全 一 国 - 
18、 设 单纯 图 G 的 阶 #m 3 ， 点 x 的 次 数 最 小 . 试 证 明 ， 如 果 do(x1) 宇 2 


且 对 一 切 x 专 x1 的 点 x 均 有 da(x]s=-2-， 册 G 合 五 一 国 。 
《Erdas，Gallaif 1959 ] ) 

19. 试 证 明 : 如 果 如 六 2， 则 完全 二 分 图 乓 如 ，n 不 具有 三 一 图 :如 输 吉 一直 
风 天 。 有 { n/ 2 ) 个 边 五 质 的 如 一 图。 

20. 利用 16 题 的 结果 证 明 : 如 果 图 刀具 nm 点 、 妇 边 ， 其 极 小 议 数 为 8 且 满足 条 
件 : 


-1 2 
ml tmax{ (7D) +82, 人 }, 
则 G 含 有 殖 - 
21， 试 证 明和 如果 单纯 二 分 区 G=( X,Y; E) 中 1X1 = IY| = 


1 | 二 mm， 极 小 次 数 为 < 了- 且 满 是 条 件 ; 


m1 +max{ n(n—b)+d2, (no Dt 
则 G 含 有 瑟 


《Tautte 》 

23， 给 出 一 个 具 10 个 点 的 非 痊 密 坂 单 续 加 的 阐 子 ， 且 使 其 每 二 赣 相 部 点 但 # 与 
区 满足; d(x)+d(y 9 

24， 如 单纯 图 G 的 点 数 aze 4 ， 边 数 为 中， 试 证 明 : 如 G 是 刀 一 联 的 ， 则 mm 志 
{本 上 ) ， 只 对 = 生物 造 ~ 个 由 一 【- 卫 (3 n+ 工 ) ) 的 一 联 的 图 。 
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35， 设 G 一 ( 革 ， 世 ) 为 一 强 联 遂 的 有 向 图 旦 满足 条 件 : 世 
则 必 有 强 ( y，x ) EU。 又 设 G 的 阶 1 这 3 。 试 证 故 : G 的 每 
个 长 为 8 的 风 店 。 基 中 B= 3，4 、5. 

36. 如果 一 个 " 阶 鲜 G 不 售 好 一 蚌 ， 
有 五 一 圈 。 此 时 称 图 G 为 亚 哈 训 额 的 图 。 

( 1 ) 如 6 是 亚 险 密 顿 的 则 #2> 9; 

【2 ) 如 G 是 亚 哈密 顿 的 ， 则 每 点 x 约 有 4 (x) 二 3: 

《 3 )] 如 G 是 亚 哈密 顿 的 ， 又 Y zx 店 任 一 个 长 为 (一 工 的 初级 贺 上 
的 相 邻 二 预 点 。 则 x 不 能 与 y?、z 回 对 悟 

《4 ) 如 G 是 亚 险 密 顿 的 ， 见 对 每 个 点 s 有 :de ( x ) 所 i 

《5 ) 设 x，a，9'，b， 凡 为 G 中 不 同 的 点 ，x 与 C、a 相 邻 ,6 与 5' 相 邻 ， 且 
骤 (0.b) 与 (oa!.b" ) 都 念 于 Gx 的 某 个 痊 密 他 较 中 。 则 G 有 羡 一 测 ; 

( 6 ) 如 G 是 亚 哈密 顿 的 ， 则 mn T: 

(了) 如 G 是 亚 哈 密 顿 的 ， 则 ne T: 

《 8 ) 如 G 是 亚 哈密 顿 的 ， 则 #8; 

(9 ) 如 G 是 亚 哈 密 顿 的 ， 则 ne 9; 

《10 ) 如 G 是 10 阶 的 亚 哈密 顿 的 ， 则 GG 是 3 次 正则 的 。 

《11 ) Peterson 图 是 亚 哈 密 顿 的 - 

(12 ) 上 每 个 10 阶 亚 哈 密 顿 汐 均 与 Petrson 阿 同 构 。 


LE 
除去 其 任 一 个 顶点 x 后 所 得 的 子 国 Gx 都 
斌 证明 下 列 结 论 ; 
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第 十 章 ”并列 集 (对 集 ) 
51 极 大 并 列 集 


已 给 图 C-=《〈 马 , 巨 ) ， 在 其 边 集 吾 中， 任 若 子 集 亲 一 已 ， 
使 在 子 集 于 里 ， 没 有 二 边 相 邻 ， 这 样 的 边 集 虹 ， 称 为 图 G 的 共 
列 第 O 。 


(一 ) 


图 10.1 

车 在 图 里 ， 用 挤 线 岩 示 并 列 集 的 边 ， 其 他 的 边 表 以 细 线 ， 
例如 图 10,1 中 的 ( 一 ) 是 原 图 ，《 二 ) 中 的 二 边 5 27 3 与 [383 
合成 一 个 并 列 集 M :。《 三 ) 中 的 [133[453 567) 也 构成 一 个 并 
列 集 型 :。 图 C@ 的 顶 和 对 中 某 一 边 相 遇 ， 则 这 个 点 ， 称 为 关 
子 并 列 集邮 的 狗 和 点 。 否 则 ， 称 为 关于 内 的 非 亿 和 点 。 如 
《二 )， 顶 点 2、3 、5、7 都 是 关于 24 ,的 饱和 点 ， 证 顶点 
1、6 、4， 则 是 非 饱和 点 。 

在 图 C 上 ， 寻 是 它 的 一 个 并 列 集 ， 它 的 边 画 以 粗 线 ， 其 他 
不 在 并 列 集 闻 里 的 边 ， 画 以 细 线 ， 沙 有 链 ， 它 的 边 是 粗 细 交 
错 ， 则 这 个 链 称 为 关于 并 列 集 好 的 交错 舞 。 由 于 并 列 集 的 特 
性 ， 显 见 交错 链 都 是 初级 的 。 就 ( 二 ) 来 看 ， 链 Ki = [12753] 

四 并列 集 实际 上 是 一 个 独立 的 边 集 ， 其 中 仁 二 边 相互 独立 , 亦 即 集合 中 的 边 ， 
两 两 互 不 相 每 。 又 这 样 的 独立 的 边 华 ， 实 际 上 也 是 在 图 如 里 ， 取 顶 ， 两 两 配对 ， 一 
个 项 只 能 和 一 个 顶 宾 配 ， 所 以 丰 时 也 把 并 列 集 叫 散 对 集 . 
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是 一 个 交错 链 ， 其 两 个 端点 ， 一 个 是 关于 M ;的 饱和 点 ， 一 个 
基 非 饱和 点 。 又 〔 三 ) 中 的 ks =5《6713543] 也 是 一 个 交错 链 ， 
其 两 个 端点 都 是 饱和 点 。 又 在 〈 二 ) 中 取 4= [5672354] 来 看 、 
它 也 是 一 个 交错 链 ， 它 的 两 个 端点 者 是 非 侈 和 点 ， 这 种 交错 
链 ， 叫 做 灸 边 交错 链 。 

在 图 G 上 ， 一 个 圈 ， 它 的 边 是 粗细 交错 的 ， 这 个 团 便 称 为 
关于 并 齐集 好 的 交错 围 。 显 见 交 错 圈 总 是 初级 的 ， 而 且 总 是 


侦 长 的 。 就 图 10.1 来 看 ，( 二 ) 中 的 4= [72357 J 是 关于 MM ,的 
交错 团 ，( 三 ) 中 的 p= [1345671) 是 关于 并 列 集 M ， 的 一 个 
交错 圈 。 


在 图 G 上 ， 己 给 并 列 集 M， 就 姥 而 言 ， 有 交错 链 与 交错 
圈 ， 在 交错 链 或 交错 半 上 ， 可 以 把 粗 线 与 细 线 相互 交换 ， 其 他 
的 边 都 不 变 ， 这 样 的 运算 ， 叫 做 一 个 交接 ， 通 过 交换 ， 可 自 一 
个 并 列 集 ， 做 得 另 一 个 并 列 集 。 如 图 10.1( 二 )， 在 交错 
链 4 ~ [127533 上 进行 交换 ， 可 自 af ,做 得 新 的 并 列 集 M := 
{5123， [57]} 。 洲 在 交错 链 [672354] 上 进行 交换 ， 由 于 其 两 
个 端点 ， 都 是 非 饱 和 点 ， 也 就 是 说 4 是 一 个 馈 边 交错 链 。 在 其 
上 进行 交换 ， 得 新 并 列 集 {567],C23],55 人 和} ， 比 原来 的 并 列 
集 多 了 一 边 。 这 个 结果 ， 是 显而易见 的 。 由 于 镀 边 ， 并 列 集中 细 
线 总 比 粗 线 多 一 条 。 给 定 一 个 并 列 集 ， 我 们 就 是 用 这 种 方法 ， 
逐渐 将 其 扩大 的 。 

在 交错 团 上 进行 交换 ， 可 以 将 一 个 并 列 集 改 成 男 一 个 并 列 
集 ， 但 不 能 增加 并 列 集 的 边 数 。 

由 于 图 G =〈 瑟 , 吾 ) 是 有 限 的 ， 边 做 最 多 的 并 列 集 总 存在 。 
这 种 边 数 最 多 的 并 列 集 ， 称 为 极 大 并 列 集 。 已 给 一 个 并 列 集 。 
如 何 判断 它 是 不 是 极 大 氟 ? 为 此 先 研究 下 面 的 问题 。 

已 给 图 G =《〈 厌 , 互 ) ， 在 G 上 给 出 两 个 并 列 集 他 :与 May 
作 图 


H=(X, (M.-M.)U(M,-M)), 
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及 1 一 了 ; 宕 示 在 轩 ; 里 ， 但 不 在 计时 的 边 集 ， 放 ,一 村 1 表示 

在 呆 , 里 但 不 在 打 ,里 的 边 集 。 图 互 是 图 @ 的 一 个 部 份 图 ， 它 的 

边 集 是 M ,与 性 * 里 ， 除 去 公共 边 之 后 ， 所 得 的 边 集 。 
如 至 10.1 图 如 =(X (M1- MU(M-M)) 


里 顶点 的 极 大 次 数 是 2 。 

证 在 图 玉里 , 任 取 项 x€ 芭 分 以 下 三 种 情况 来 考察 项 x 的 
次 数 ， 

1. x¢V (CMM ), x (MM ) 。 此 时 ，x 
在 图 鼎 里 的 次 数 是 0 。 


2. x EV(M,- Mi), +r(M -MM ) 或 x 区 
(CM, 加; )，xzEF(CM -村 ) 此 时 ， 在 图 如 里 ， 过 顶 x 
的 ， 只 能 有 一 边 ， 其 次 数 是 1 。 

3. XEVCM,- 轩 ,)，xEV(Ms -M1)。 此 时 过 项 
z* 的 有 二 边 ， 一 属于 放 ,， 一 属于 MM : 故 其 次 是 3 。 


H= CCY OR -MOUM -加 计 


《一 ) (=) 
图 10,2 
在 图 10.2 里 ， 吾 = (XX、{ 517]、[763、[65]、[543 了) 
顶 2 与 3 是 0 次 的 。 顶 1 与 顶 4 是 1 次 。 顶 6、7 与 顶 5 都 是 
2 次 。 


HX 23 093,55, £5,7, 07, 2 


【二 ) 


图 10.3 


在 图 10,3 里 ，H =《〈《X.i[23]、[35]、[57、[?2] } )， 
在 图 玉里 顶 1、4、6 都 是 0 次 的 ， 顶 2、3 、5 、7， 都 是 2 
次 的 。 

引 理 18,2 已 给 图 G =〈( 关 ,E ) ,在 其 上 作 二 并 列 集 MM 与 
MM， 作 图 H= (CX, { CM-M)UCM,-Mi)} )， 
则 图 五 的 分 子 图 是 ; 

全 孤立 点 。 

全 交 铺 链 ， 其 边 在 M ,上 与 村 ,里 。 当 链 是 奇 长 时 ， 其 两 个 
端点 ， 或 者 是 M ,的 两 个 非 饱 和 点 ， 或 者 是 村 :的 两 个 非 饱和 
点 , 当 链 是 偶 长 时 ,其 两 个 增 点 ,分 别 是 MM :与 好 * 的 非 饱 和 点 。 

合用 时 :与 M :的 边 构成 的 怖 交错 团 。 

定理 10.1 {Berge，[1957@ > ) 在 图 (X， 占 ) 里 并 列 
集邮 是 极 大 的 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 图 G 不 合 关 于 好 的 灸 边 交 
错 链 。 

证 必要 性 ”定理 的 必要 性 是 很 明显 的 ， 否 则 ， 在 镶 边 交 


国 C.Berge, Two Theorems in Graph Theory 
Proc.Nat.Ac,Sciences, U.S A 13, 1957, 842~d4, 
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错 链 上 进行 交换 ， 将 扩大 并 列 集 条 。 

充分 性 ”已 给 并 列 集 34 ,满足 条 件 ， 往 证 其 极 大 性 。 在 G 
上 任 作 极 大 并 列 集 几 ,， 指 本 定理 的 必要 性 ， 在 图 G 里 不 关 含 
于 MM :的 镀 边 交错 链 。 

作 部 份 图 H= (X，{ (M1-MDOUM,-M,)})，, 
据 引 理 10,2， 图 太 不 能 包含 奇 长 的 交错 链 。 歼 |M ,| = 1 ,1。 
由 于 | 用 ,| 是 极 大 的 ， 故 计 ,也 航 大 。 《证 毕 ) 

通过 定理 10,1 和 它 芍 证 月 ， 可 得 以 下 几 种 启示 ， 

1 。 在 图 GG =《 半 ，EE ) 二， 已 给 极 大 并 列 集 M， 通 过 关 
于 对 的 交错 链 或 关于 杂 的 交错 圈 ， 进 行 交 换 ， 必 得 另 一 极 六 
并 列 集 。 反 过 来 ， 任 给 男 一 极 大 并 列 集 履 '， 作 部 分 图 时 = 
CX,{ (Mi-MM,) UC(M,-MM!) } )， 经 过 交换 可 自 
入 推 得 MM 。 由 此 可 知 ， 只 要 求 得 一 个 极 大 并 列 集 之 后 ， 通 过 
交换 ， 可 以 推 得 所 有 的 极 大 并 列 集 。 

2 。 极 大 并 列 集 的 饱和 点 是 大 体 固 定 的 。 只 是 某 些 点 ， 可 
能 是 一 个 极 大 并 列 集 的 人 饱 和 点 ， 但 是 另 一 个 极 大 并 列 集 的 非 饱 
和 点。 而 且 同 一 条 边 上 的 两 个 端点 ， 不 可 能 同 是 关于 某 个 极 大 
并 列 集 的 非 饱和 点 。 

3 。 在 图 上 任 给 并 列 集 开 ， 可 以 从 一 个 非 侈 和 点 出 发 ， 
找 锯 边 交错 链 ， 再 在 链 上 进行 交换 ， 来 扩大 并 列 集 凡 ， 以 到 达 
到 极 大 ( 见 下 医 10.4)。 
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(一 ) 是 原 图 ， [45] 与 [89) 合成 一 个 并 列 集 M。 对 
于 杂项 1、2、38、6、7Y 、10 痢 是 非 侈 和 点 。 取 边 〔【1,27 
加 进 亲 ,再 作 镶 边 交 铺 链 f3、4、5、6 ， [7、8、9、 
10] ， 通 过 交换 ， 最 后 得 并 列 集 { 512]、534]、[563、578] 、 
5910] } ， 这 是 一 个 极 大 并 列 集 。 

4 。 也 可 能 有 某 些 点 ， 总 是 非 侈 和 点 ， 而 另 一 些 点 ， 则 具 
有 两 种 可 能 性 。 图 10.5 是 一 个 7 阶 的 完全 图 ;再 加 上 三 个 弧 
立 点 8 、9、10。 开 ;上 每 一 点 都 可 以 是 某 一 极 大 并 列 集 的 非 
饱和 点 ， 而 8 、9 、10 三 点 总 是 非 饱和 点 。 


图 10.5 

求 极 大 并 列 舍 是 有 其 实际 意义 的 。 例 如 ， 在 一 个 飞机 场 上 
有 若干 架 飞 机 ， 和 若干 个 驾驶 人 员 。 驾 驶 每 总 飞机 ， 需要 二 
人 ， 但 由 于 语言 的 不 向 ， 技 术 的 差异 等 等 客观 原因 ， 有 些 人 可 
以 同 机 起 飞 ， 有 些 人 则 不 能 向 机 起 飞 。 间 该 飞机 场 最 多 可 以 同 
时 起 飞 多 少 架 飞机 ? 要 解决 这 个 问题 ， 可 把 每 个 飞行 员 作为 一 
点 ， 两 人 可 以 同 机 起 飞 的 ， 用 过 相 联 ， 得 一 个 图 。 要 求 同 时 起 
飞 的 最 多 架 飞 机 ， 合 是 去 求 这 个 图 的 极 大 并 列 集 。 


32 极 小 聊 盖 


已 给 图 G =《〈 Xi， 五 ) 。 要 求 在 边 集 二 里 ， 找 一 个 集合 CC 
五 ， 使 G 的 每 个 顶 至 少 在 C 的 一 条 边 上 ， 这 个 集合 C 称 为 图 G 的 
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预 的 团 瘟 集 。 其 中 维 数 展 小 的 
条 为 极 小 材 盖 。 _ 
例 图 10.6 共有 11 个 
顶 ， 设 这 些 顶 是 一 些 重要 地 
点 。 现 在 要 求 安排 警卫 人 员 ， 
使 在 同一 条 线 上 的 两 点 ，- -个 
人 可 以 同时 照顾 ， 问 至 少 须 安 
图 10.6 排 多 少 个 警卫 2 
很 明显 ， 这 个 图 的 极 大 并 列 集 (用 萎 线 表示 ) 其 维 是 5 ， 
极 小 覆盖 集 《( 用 波段 线 表示 ) ， 其 维 是 6， 二 者 之 和 等 于 图 的 
阶 ， 即 5 + 6 = 11。 这 个 结果 是 一 般 性 的 。 即 下 
定理 10.2 (Norman, Rabin，f1959@ ]) 已 给 单纯 图 G 
= (人 5， 五 )， 其 阶 是 p， 又 设计 ,是 一 个 极 大 并 列 集 ，C。 是 一 
个 极 小 覆盖 集 ， 则 
iM,|+ ICol=#, 
证 已 给 极 大 并 列 集 M。， 在 每 一 个 非 他 和 点 上 ， 增 加 一 
边 ， 过 这 个 点 ， 将 得 覆盖 C ,， 且 电 见 
Ci=MUterySFCM) )。 
由 此 ， 万 有 
IC = MI+Ca-2le) =n- Mot 
或 1Cu+1M = 
反之 ， 设 已 给 极 小 覆盖 集 Cu， 保 留 其 若 于 边 ， 然 后 连 续 
将 和 保留 的 边 相 邻 的 边 去掉 ， 得 并 列 集 邓 :。 由 于 在 C 中 不 可 
能 有 长 为 3 的 链 ， 每 全 去 一 边 ,恰好 产生 一 个 讶 的 非 饮 和 点 。 
赦 


图 RZ.Normaa，M 口 .Rabin，An 太 Igoithm for a Minimum Cover of & 
Graph Proc. Amer. Math Soc, i0, 1859, 316~319 
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1Csd LT=1XI- 23:Tsa 21M,|, 

或 1Col+r1M | -me 
由 于 M， 的 极 大 与 Ce 的 极 小 ， 亦 即 
ICol<ICd, Mle!IM,, 

故 从 [Cu + IM = IC + 1M 
可 得 IC = IC HM Ml, 
亦 即 1C ,| 是 极 小 的 。，M :是 极 大 的 ， 同 时 也 就 有 

ICol + Mol = 

《证 音 》 
8 3 两 分 图 上 的 极 大 并 列 集 


在 第 五 章 § 3 中 我 们 曾经 讲 过 两 分 图 上 的 并 列 集 。 本 章 
§ 1， 求 家 大 并 列 集 的 方法 ， 在 丙 分 图 上 同样 适用 。 

例 1 已 给 两 分 图 =〈X，Y 三 ) 及 其 上 一 个 并 列 集 
如 下 《图 10.7)， 


\ 
yn yp 2 名 ” 


《人 


四 10.7 
图 中 粗 线 ， 表 示 一 个 并 列 集 里 的 边 。 现 在 的 问题 是 检查 这 
个 并 列 集训 是 否 极 大 ， 或 者 如 何 加 以 扩大 。 
首先 ， 和 春节 星 是 否 有 点 未 被 析 所 饱和 。 比 如 x1 是 非 饱 和 
点 ， 自 (一 ) 作 衬 ( 二 )，[x1y3x496] 是 一 个 千 边 交错 链 。 
经 过 交换 ， 得 并 列 集 MH“， 共 含 5 边 ， 比 记 多 一 边 。 
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mn 二 a 


和 
六 了 


图 10.8 《一 ) (二) 


在 原 图 中， 检查 诸 Y 的 点 中 ， 还 有 非 侈 和 点 Xe。xsy: 显 然 
是 一 个 镶 边 交错 链 ， 在 并 列 集中 ， 增 加 新 边 Ysyl， 便 得 一 个 
并 列 集 ， 人 饱和 了 所 有 的 x 点 ， 这 是 一 个 极 大 并 列 集 : { Cx ys 了 
Lxayeld, [Xsyedy 【YX436]，[X6y1]， KxXays]。 

定理 10,2 对 两 分 图 也 同 样 远 用 ， 见 上 图 10.8( 一 )， 此 时 
家 大 并 列 集 同 时 也 是 一 个 极 小 覆盖 集 ， 二 者 的 维 都 是 6， 其 和 
是 12， 是 原 图 的 阶 。 

定理 5.4 《K6nig，Egervary 定 理 ) 是 一 个 很 重要 的 
定 召 。 应 用 第 六 章 网 络 上 流 前 理论 ， 可 将 问题 化 成 下 面 的 网 络 
上 一 个 流 的 问题 (图 10.9 ) ,一 个 极 大 流 ， 实 际 上 在 原 两 分 


日 


图 10,9 
图 G=《 闻 ，Y; 吾 ) 上 确定 一 个 极 大 并 列 集 。 极 大 流 信 就 是 
极 大 并 列 集 的 维 。 辛 制 世 到 Y 一 切 边 的 那些 项 ， 实 际 上 是 以 点 
为 主 对 边 的 覆盖 《8 2 的 覆盖 集 是 以 边 为 主 ， 对 顶 的 覆盖 ) ， 
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任 一 边 至 少 有 一 个 端点 在 这 样 的 某 盖 全 ( 顶 集 的 子 集 里 ， 这 
种 独 盖 集 ， 叫 做 径 集 《Transversal ) 。 定 理 5,4 用 极 大 并 列 
集 的 语言 来 加 以 叙述 ， 便 是 

定理 10.3 (Konig，Egervary, [1931@ ]) 在 两 分 图 C = 
CX,，Y，EE) 上 ， 极 大 并 列 集 的 维 ， 等 于 极 小 径 集 的 维 。 

这 个 定理 ， 在 一 般 的 图 上 是 不 成 立 的 。 例 如 下 图 10.10。 


WW 


图 10.10 
这 个 图 ， 极 大 并 列 集 的 维 是 8， 极 小 徐 集 的 维 是 4， 二 .者 
不 相等 。 对 一 般 图 ， 关 于 极 小 径 集 ， 有 一 个 和 定理 10.2 相 类 似 
的 定理 ( 见 下 第 十 一 章 ) 。 


$ 4 ”两 分 图 上 顶点 的 配对 


已 给 两 分 图 = 〈( 久 ，Y; 忆 )， 要 求 将 久 里 的 顶 和 六 里 
的 顶 配 对 。 当 然 ， 一 点 不 能 和 两 点 相配 ， 基 本 上 也 是 一 个 求 极 
大 并 列 集 的 问题 。 例 如 # 个 工人 要 安排 到 x 部 机 器 上 工作 ， 但 
每 个 工人 ， 对 于 机 器 ， 有 些 是 比较 熟悉 的 ， 有 些 是 不 熟悉 的 。 
问题 是 ， 是 否 可 能 将 每 个 工人 安排 到 他 比较 熟悉 的 机 器 上 工 
作 ? 又 如 在 某 个 地 区 ， 有 若干 社 团 ， 现 在 要 选举 代 寡 , 间 是 
否 可 能 ， 每 个 社团 ， 所 选 出 的 代表 各 不 相同 ， 这 是 著名 的 所 谓 
© DKonig, Graphen rnd Matrizen 

maxt ml =min( | X~AI+|re( A | ) (ACX) 


Mat.Fig,Lapok. 38, 1931, 116~119 
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“ 相 异 代表 系 ” 的 问题 。 定 理 6.2? (P,Hall, [193 科 ) 解决 了 这 
个 问题 ， 现 在 将 该 定型 复述 如 次 ， 

定理 10.4 《了 P.Hall,C1934*]) 已 给 两 分 图 G- (X,Y}E)， 
顶 集 二 可 以 在 顶 集 Y 上 配对 的 充分 和 必要 条 件 是 
Te(A)>1A|。 (ACX) 

证 应 用 极 大 并 列 集 的 概念 。 设 六 可以 在 YY 上 配对 ， 则 图 
G 上 极 大 并 列 集 的 维 是 


Mo|=|]X!, 
而 概 小径 集 的 维 是 
min(]X-Al+re(4) ), (ACX) 


故 据 Konig 定 理 ( 本 章 定 理 10.3 ) ， 频 有 
XI=maxlM|= min( |X- Al+Ire(4)! ) 


= [Xi+ min (Te (4)|- 14bD。 
AcY¥ 


上 式 威 立 的 充 要 条 件 是 
min( {re(A)}-14')- 0, 
亦 即 Fe 4)| 之 1Al 对 一 切 A 己 六 均 成 立 。 
(证 毕 ? 

这 个 定理 的 证 明 方 法 很 多 ， 现 在 提出 一 个 证 法 ， 并 将 定理 
的 结果 予以 扩大 。 

定理 10.5 (MHall,C1948+] ) ， 已 给 黄 分 图 G = ( 久 ， 
了 ， 世 ) ， 满 足 定理 10.4 的 条 件 ， 令 |X1l=m,， minjTe(x)| = 
tf> 0 《xE 久 ) 则 民 可 以 在 7 上 配对 ， 且 配对 方法 的 个 数 ， 至 
少 是 


*» PHall, On Representations of Subsets .London Math Soc, 10, 
1934, 26~30 

+ M.Hall, Distinet Represcetatives of Subsets Buil Am Math.Soc, 54, 
1548, 922~926 
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rt m) an ld, Ci+1-i)。 


teiE0L a 


证 使 用 归纳 法 ， 对 进行 归纳 。 
设 m= 1， 定 理 显 然 成 立 。 
设 在 六 中 ， 任 选 子 集合 S: $ 寺 S 寺 XY， 昼 有 
Ir(S)|>1S,。 
在 中 任意 选 定 一 点 xEX， 月 选 yET(x), 办 t=min 
T(x)| 0， 这 总 是 可 能 的 。 作 商 分 图 GG= CX -x，Y 一 ys 
五 ' ) ， 这 个 图 满足 定理 在 m ~ 1 ，t ~ 1 时 的 条 件 。 其 配 对 方 
法 的 个 数 至 少 是 r(1- 1 ，m - 1 ) 。 在 每 -- 个 配对 方法 上 ， 
加 进 Cxy], 便 得 原 图 的 一 个 配对 方法 。 故 蛛 图 配对 方法 个 数 至 
少 是 
ter(t-1, m-1)=r(t, m)eo 
设 在 基 中 存在 村 集 5，$ 夺 S 寺 人 ,但 |T(S)1=1S|, 命 s 
= S51 则 必 有 有 s 字 1 圾 1 所 mm， 宇 原 图 《和 ，Y， 瑟 ) 由 ， 作 二 子 
图 G1 = (S，F(CS) 五 | ) 1G = (X-S,Y-rT(S): E,), 
(参看 图 10、11 ) G1 与 ;是 互 质 的 ， 且 G1 满足 条 件 
Iroi(S Yl>|5,|, (SES) 
因 Toy 《S11) Cre(S)， 在 疼 G: 上 ,由 于 在 -5S 中 任 一 
虑 x。， 其 T(x,) 中 至 少 有 一 点 在 Y-T(S) 中 ， 故 可 取 与 ! 相应 
的 f， 
ti:=max{ti—s, 1 +}> 
出 C, 记 满 足 条 件 
lres(S,)|>1S,1, (SCX- 51) 
否则 将 有 IFre(StUss) <ISIUS,l。 


这 是 矛 插 。 
据 归 纳 假 设 ， 定 理 对 于 C :与 C: 均 应 成 立 ， 故 在 图 G 上 总 
在 VF 上 配对 方法 的 个 数 至 少 是 


rt SS) or m-s) >r(t )。( 证 毕 )》 
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fr XX 区 
GG: 1G {5 rTr(S)} 
\G,, {X-S Y-r(S)} 
医 10.11 
定理 10 .4 一般 称 为 着 尼 希 一 霍 尔 定理 。 此 外 ,还 有 很 多 定理 
说 明 ， 在 定理 10.4 之 下 ， 两 分 图 =( 久 ，Y; 忆 ) 满 足 男 一 些 
条 件 ， 使 六 可 以 在 Y 上 配对 。 这 里 就 不 详细 论述 ， 读 省 可 参 
看 : 
1,C.Berge。 Graphs and Hypergraphs. 英文 版 pp 
134~136, 
9、 O.DOre, Graphs and Matching Theorems, Duke 
Math .].22，1955，625 一 639。 
若 写 出 两 分 图 的 结 台 矩阵 
0 


| ) 
Xs (C01) ! 
Hl 


Xm 
两 分 图 的 琢 小 径 集 ， 便 是 这 个 ( 0 ，1 ) 矩阵 里 设 少 的 行 和 列 
的 个 数 ， 含 尽 所 有 的 “1”， 极 大 并 列 集 ， 合 是 不 同行 不 同 列 
的 最 多 的 “ 1 ?的 个 数 。 将 定理 10.4 译 成 符 阵 语言 ， 便 是 ; 

在 一 个 ( 0，1 ) 矩阵 里 ， 含 尽 所 有 的 “1 ”的 极 少 线 数 
《所 谓 线 指 行 和 列 ) 等 于 矩阵 皇 不 同行 不 同 列 的 “1” 的 极 大 
个 数 。 

这 个 数 ， 一 般 叫 做 ( 0 ，1 ) 年 隆 的 项 秩 (term rank)。 
参看 : 

Hl,Rysers Combinatorial mathematics, pp55~59. 

现在 再 提出 一 个 问题 , 即 若 定理 10.4 的 条 件 不 满足 ,在 两 分 
图 C=《〈 导 ，Y， 已) 上 ， 当 然 就 不 可 能 有 极 大 并 列 集 , 饱和 所 
有 的 顶 x ( xE 六 )。 那么 它 的 极 大 并 列 集 ， 能 饱和 六 的 多 少 顶 
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了 呢 ? 于 此 有 下 

定理 10.6 (Ore,[1955*] 见 上 上 ) 己 给 两 分 网 G-(XX,Y ;EB》， 

设 

d=max {|S| -Ire(tS))}, (SCX) 
则 6(G) =m-a， 
其 中 6 表示 极 大 并 列 集 的 维 。 

证 作 新 的 两 分 图 太 ， 使 ( 1 ) 在 顶 集 y 上 增加 ad 个 新 点 ， 

( 2 ) 自 每 个 新 点 到 芋 的 每 一 点 联 边 。 则 关于 两 分 图 太 ， 条 件 

ra(S) -IS}>0 (SCX) 
是 成 立 的 。 豆 在 两 分 图 吾 上 ， 池 并列 集 ， 这 个 并 列 集 最 多 有 吕 
条 边 不 属于 项 来 的 两 分 独 G ， 故 

有 GD) Pm-d, 
宣 即 有 极 大 并 列 集 ,最 多 不 饱和 叉 的 d 个 点 。 但 在 久 中 , 确 存 在 
SCX, 使 |S1 -d=T6lS), 故 G 的 任 一 并 列 集 ， 至 少将 不 能 
饱和 5S 中 的 d 个 点 。 故 

B(G) <m-d, 
于 是 BC(G) =m-d。 

(证 毕 ) 

例 1 拜会 问题 这 是 一 个 古典 问题 。 设 在 一 个 学 校 里 ， 
每 个 男生 认识 & 个 女生 ， 每 个 女生 认识 & 个 男生 ， 问 在 一 次 舞会 
上 ， 是 否 可 使 相识 的 男女 共同 起 舞 ? 

解 将 男生 作为 太 集 羡 ， 女生 作 为 点 集 六 ， 相 识 的 男女 之 
间 联 线 , 作 出 两 分 图 G = (天 ,5 已)。 显 见 re(x) = = 了 Toly) 。 
其 中 xE 久 ，y EY， 在 关中 任 取 子 集 SCXX。S 个 男生 共 认识 
&， 1381 个 女生 ,但 每 个 女生 ,最 多 只 认识 R 个 男生 ， 故 |T6(S》 
至 少 是 1S1。 亦 即 条 件 TelS) ' 之 'S| 恒 能 成 立 。 据 定理 10.4， 
相识 的 男女 生 共 同 起 尹 是 可 施 的 。 

例 2 工人 安排 站 题 。 如 让 本 节 一 开始 所 讲 的 , 设 有 # 个 工 
人 ， 安 排 丰 wn 部 机 器 上 工作 ,每 个 工人 熟悉 某 些 机 丙 但 不 襄 悉 另 
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一 些 机 器 ， 问 是 否 可 能 将 每 个 工人 安排 在 他 所 圾 悉 的 机 冉 上 工 
作 ? 

解 取 # 个 工人 Xl，x;,…，xn 做 为 集合 人，5 部 机 器 y: > 
3a。，…， 做 为 亿 合 Y， 作 岗 分 图 ，x; 熟 习 机 器 y; 便 联 边 
xi yi ， 据 定理 10.4, 仍 应 验证 其 充分 和 必要 条 件 。 但 在 具体 工 
作 中 ， 可 用 8 3 例 中 所 用 的 方法 ， 先 任 取 两 分 图 的 一 个 并 列 
集 ， 再 逐次 扩大 这 个 并 列 集 ， 最 后 可 以 判断 是 否 可 能 ， 求 得 一 
个 满意 的 安排 方法 。 如 果 不 可 能 ， 则 得 一 极 大 并 列 集 ， 求 得 一 
个 比较 好 的 方法 。 在 满意 的 情况 下 , 据 定 理 10.5, 其 不 同 的 安排 
方法 ， 可 有 多 种 。 


8 5 最 优 安排 问题 


本 节 和 将 提出 另 一 个 安排 问题 。 设 有 "个 工人 安排 去 完成 个 
不 同 的 工作 。 每 个 工人 完成 每 种 工作 其 效果 是 已 知 的 。 问 如 何 
安排 使 总 的 效果 达到 极 大 。 这 就 世 本 节 讲 的 最 优 安排 问题 。 

每 个 工人 ， 可 以 安排 去 完成 每 种 工作 共有 zi 个 不 同 的 安排 
方法 。 每 一 种 安排 有 一 个 总 效果 ， 最 优 效果 ， 便 是 这 #1 个 效果 
中 最 大 的 一 个 。 这 样 安排 ， 当 然 很 不 方便 ， 且 当 #* 和 相当 大 时 几 
乎 不 可 能 。 下 面 将 给 出 一 个 较 简 便 的 方法 。 

和 上 节 的 问题 一 样 ， 作 一 完全 两 分 图 ， 并 在 每 一 边 上 标 出 
某 个 工人 完成 某 项 工作 的 效率 ， 得 一 个 所 谓 加 权 的 两 分 图 G。 
在 这 个 加 权 两 分 图 的 项 集 上 定义 函数 1( z) ， 使 

x) + 区 y) 之 W(x%，y ) 对 一 切 边 均 成 立 
其 中 四 (2 y) 为 边 [x,y] 上 的 权 ,%, 是 其 二 顶 x E 钱 ，y EY 。 
这 样 的 函数 总 是 存在 的 。 四 总 可 取 


(x) = max wl x, y) (xEX) 
yEY 


I(y)=0 CyEY) 
把 这 个 葡 数 叫做 项 集 上 的 可 行 性 标号 。 
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在 原 给 的 加 权 两 分 图 上 ， 找 出 所 有 的 边 ， 在 其 上 有 
Hx) FY = (x ) 

的 ， 构 成 一 个 部 份 图 1， 在 这 个 部 份 图 G ,里 ， 找 极 大 并 列 
集 。 于 此 有 个 

定理 10.7 设 ! 吓 如 权 两 分 图 C- 上 的 可 行 性 标号 ,G, 是 如 上 
所 讲 的 部 份 图 ， 如 Gr 的 极 大 并 列 集 凡 ”饱和 所 有 的 项 ， 则 M” 
的 边 便 代 表 一 个 最 优 安排 。 

证 aMY)=S wle)= fo) (=FG) ). 


命 林 是 任 一 并 列 集 ， 也 饱和 所 有 的 顶点 ， 则 好 的 边 也 代表 一 
个 安排， 但 据 G4 的 确定 ， 知 恒 有 
wM) = Swe) Slvr), 


闸 恒 有 wt)>w(M)。 
(证 毕 )》、 
车 Gi 里 没有 极 炎 并 列 集 , 饱和 所 有 的 项, 可 改换 /为 1( 即 
作 调整 ， 匈 后 ) 同样 作 G 让 。 此 时 @ ;里 的 边 数 加 多 ， 有 可 能 
出 现 极 大 并 列 集 ， 饱 和 所 有 的 顶点 ， 比 时 便 已 得 安排 。 为 了 使 
这 个 方法 ， 更 加 清楚 ， 举 例 说 明 如 次 : 
设 有 5 个人， 进行 5 种 工作 ， 其 效果 如 下 矩阵 所 示 ， 


yya ys yy 
x1 1 355411| 
x, | 220 22 
Xs 04410| 
x 01100 
EE 12188 | 


上 矩阵 的 元 素 ou 表示 %， 锡 成 y; 的 效果 。 作 出 完全 两 分 图 如 
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图 10, 12( 一 ) 。 
按照 上 面 的 说 法 ， 先 确定 函数 1(z ) ， 使 
x: ) = max wx ys Ty;)= 0 


(XEX, IE) 


将 这 些 全 记 在 矩阵 的 右面 和 下 面 


> 


加 六 站 中 党 


图 10.t2 《二 ) 


相应 的 相等 部 份 图 画 在 下 边 如 ( 二 ) ， 其 中 

1Cx)》 +1Cy) =w(x%y) 的 边 在 矩阵 时 用 虚 点 方 柜 标 
出 。 相 等 部 份 图 显 无 他 和 所 有 项 点 的 极 大 并 列 集 。 

现在 进行 调整 ， 即 将 某 些 Kx,) 变 小 ， 某 些 祖 应 的 1(y;》 
变 大 ， 目 的 在 增加 组 等 部 份 图 里 边 的 个 数 。 将 Kxi) 改 成 和， 
欲 项 Y; 上 所 取 用 的 边 不 减少 1 《22 ) 与 (ys )》 便 相应 增 成 
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1，! (xs ) 与 (x+ ) 各 相应 地 减 1， 得 下 算 陈 及 其 相应 的 相 
等 部 份 图 。 


Ny 4 

2%a | | 2 

Xs 3 

Xs | 0 
| 

3 


xs | 


Ee i nn 


图 10.12 {三 ) 


在 相应 的 相等 部 份 图 里 ， 存 在 极 大 并 列 集 ， 饱 和 所 有 的 顶 

点 。 最 优 安排 是 
人 Kx134][Xayilv[XYsys],CY43ya]sCXsy6]} ， 

其 总 的 最 优 效果 是 4 + 2+4+TTS=14。 

同样 { [xy [xs:31， [xsys]， Cxeyad, Cxeysl} 也 
是 一 个 最 优 安排 。 

这 个 问题 ， 实 际 .上 是 在 #x * 型 非 负 和 抢 阵 里 求 = 个 元 素 ,各 
各 不 同行 不 同 列 ， 使 其 和 达到 极 大 。 假 使 原 给 ?部 机 器 ， 完 成 r 
项 产品 ， 要 使 总 的 耗 电量 达到 极 小 ， 除 作 耗 电量 矩阵 4 外 ， 殖 
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性 作 一 个 #x 2 型 非 负 钴 阵 户 取 .4 = 如 ~ 4， 投 上 法 ， 求 出 矩 
体 4' 里 相应 的 极 大 ， 使 得 碟 优 安 几 > 


$6 完美 并 列 集 


已 给 单纯 图 G= (天 玉 ) 。 现 在 来 研究 在 G 上 能 否 存 在 
并 列 集 ， 饱 和 G 的 所 有 项 点。 假使 有 这 样 的 并 殉 集 存 在 ， 这 个 
并列 集 当然 是 极 大 的 ， 叫 做 原 图 的 完美 并 列 集 。 在 图 治 里 特别 
把 这 祥 的 并 列 集 ， 叫 做 图 的 1 一 因子 。 一 般 ， 在 诺 人 里 ， 存 在 
〈 跨 栅 的 ) 次 正规 部 份 图 ， 电 做 记 图 的 R 一 因子 。 


人 


图 和 2 

在 图 10、13 中 ,一 ) 是 原 图 。( 二 ) 天 未 一 个 1-- 因 巴 ， 
黄 中 狂 线 表示 岁 忆 的 一 个 完美 并 列 集 。( 三 ) 表 扩 图 G 的 一 个 
2 一 因子 。 

假使 图 G 有 完美 并 列 集 。 自 原 锅 的 顶 党 广 (G) 任 痘 去掉 一 个 
子 集 SCV( G )， 得 图 G - S， 这 个 图 分 成 著 干 个 联接 的 分子 
图 ， 其 中 有 些 是 含 偶数 个 顶 的 ， 也 有 一 些 是 含 奇 数 个 顶 的 。 这 
些 奇 分 子 图 的 个 数 记 为 9(G -SS ) 。 很 明显 &(G-S) 和 15 


加 

站 

入 的 | ， | | 
,i 

于 集 | :| | 卫 蘑 

[| | | La 全 | 
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因 在 gq(G - 8) 个 奇 分子 图 由， 每 个 分 子 图 里 ， 至 少 有 一 个 顶 ， 
其 配对 的 项， 含 在 8 内， 故 9《G-S) 记 15S1。 可 以 惊异 的 是 
这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 。 这 便 是 下 面 所 要 人 级 述 的 Tutte 定 理 。 
Tatte 定 理 的 证 明 方法 很 多 ， 这 里 ， 采 用 的 是 Mader" 的 证 法 。 
定理 10.8 《〈Titte，[1947##3) 单 纯 图 C=《 厌 ， 已 ) 有 完 
美 并 列 集 ( 1 一 因子 ) 的 充分 和 必要 条 件 是 . 
gq(G-Ss)<IS| (SEX) 
其 中 g《 GS ) 是 图 G~ 5S 中 奇 分 子 图 的 个 数 。 
证 必要 性 ”此 定理 的 必要 性 ， 如 上 述 是 很 明显 的 。 
半分 性 ”充分 性 的 证 明 ， 使 用 归纳 法 ， 对 图 的 阶 1G1=? 
进行 归纳 。 当 1Gji = 0， 无 可 证 者 。 当 |G1>>0， 假 定 阶 <j1Gi 
的 图 ， 定 理 都 成 立 。 设 $。 是 VY(G) = XX 里 的 极 大 闻 集 ， 使 
g(G-So)=|Sol。 
车 5。=#$， 风 G 只 会 侦 分 子 赂 ， 自 G 任 意 去 掉 一 顶 x, G ~ x 至 少 
将 有 一 个 奇 分 子 图。 但 据 修 设 的 条 件 ，G - x 也 只 能 有 一 个 奇 
分 子 图 ， 故 
qa(G-x) =1{x}', 
这 和 S。=$ 的 极 大 性 相 饿 盾 ， 故 5S。= #$ 不 能 成 立 。 
现在 可 以 假定 有 Sex 由 使 gC(G-So) =1S。|, 设 15Sol 
= 之 1，G ~S。 的 mm 个 奇 分 子 图 是 C,，C:，…，Cm， 侦 分 
子 图 是 D,，D,，…，Dk 。 存 侦 分 子 图 中 ， 任 取 D; (j=1， 
2，…， 友 ) ， 在 D; 中， 任 取 顶 集 的 一 个 子 集 7，， 据 定理 候 
设 ， 应 有 
glD; -T) Jra(G- SOEIT, USol= IT |+1Sol 


* Mader.W. Grad lund lokaler Zasammenhang in endlichco Graphen 
Anu 205(1975C 9 ll 

##Thtte, W.T.The factorization ol linear srapbs,」 London Math.Soe. 
22(1947)107~111 
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故 4 玉生 <ITl, 
一 偶 分 子 图 也 ; 满足 定理 的 条 件 。 据 归纳 假设 ，D; 有 完美 并 
列 集 ， 因 而 每 个 侦 分 子 图 都 有 完美 并 列 集 。 

任 取 奇 分 子 图 C， ， 设 记 为 C， 在 其 中 任 取 一 点 c， 往 证 C 
-c=C' 必 有 完美 并 列 集 。 否 则 据 归 纺 假 设 ，C” 将 不 满足 定 
理 的 条 件 ， 即 在 C' 内 将 在 在 子 集 5 使 

g(C’-S)>ISI。 
但 当 计 算 C' 所 含 顶 点 个 数 的 将 偶 性 时 ， 在 C’-S 的 每 个 奇 分 
子 图 中 ， 取 出 一 顶 与 8 所 含 的 顶 合 在 一 起 , 则 因 那 些 分 子 图 CC” 
-S 的 分 子 图 ) 所 剩 下 的 顶点 个 数 都 是 偶数 ， 原 来 的 偶 分 子 图 
其 项 数 记 是 偶数 ， 而 1C' [本 身 是 偶数 。 
故 ec -3)+13I=IC =0( 模 2 )， 
因而 gq(C'-S)ISI+2, 

子 是 有 ( 据 定 理 假设 ) 

ISod+1t+IS|>a(G- {SoU {C}US}) 
~g(G-S,) -1t4C’ -SS)>IS,| +1+1Sl, 
即 Ql(G- {SU {CYUS})= S|+1+1S] 
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但 1So1+1+1S1| 确 大 于 15S,1, 这 和 15S,1 的 极 大 性 入 矛盾 。 
故 在 G ~ S, 的 每 个 奇 分 子 图 Ci (i=1,2,…,m) 中 各 任 取 一 
点 ci ， 每 个 Ci -ci 均 有 完美 并 列 集 。 

作 两 分 图 厅 ， 命 其 一 个 顶点 集 为 下 = {CisCsCm} 
另 一 个 项 点 集 为 Y=S,， 注 意 到 C; 与 D; 都 是 联结 分 子 图 ， 

故 Pe 《 Ci) 由 So 计 $。 

设 Te (Ci) 由 So。 = {Si Sis,，…}，, 使 自 顶 C; 到 
这 些 点 Si1，Sis，… 等 联 边 。 奉 两 分 图 于 里 任 取 子 集 4 己 久 , 令 
百 = TH(A}CY。 由 于 BCV=S。 及 5S, 的 极 大 性 ， 故 

qa(G-B)<IB|, 
又 因 B=Ty(A)，G 一 B 中 至 少 含 .A 所 代表 的 那些 奇 分 于 图 。 


故 IAl<aq (G—B). 

故 在 两 分 图 及 上 ， 有 
IAl<g(G- BBI. 

即 141 委 | 召 | (ACX) 


能 成 立 , 据 定理 10.4， 甩 有 完美 并 列 售 ， 就 是 1siCi，szC:， 
SmCm } ， 加 上 分 子 图 Di 的 完美 并 列 集 ， 再 加 上 C -Ci 
的 完美 并 列 集 , 便 得 G 的 一 个 完美 并 列 集 ,参看 图 10.14。 
《证 毕 ) 
设 定理 10,7 的 条 件 不 满 是 ， 即 车 
gq(G-S)<Is] (SCV OG)) 
不 能 到 一 团 S 呈 XX 均 成 立 ， 则 在 六 =V(G) 巾 ， 将 存在 子 集 S， 
使 48(G -SS) - !S1 达 到 极 大 ， 谷 这 全 极 大 为 g， 即 
G=maxfdqCC-3S)-1S {SCX=VG)) 
出 在 这 里 ， 有 和 定理 10.6 根 类 似 的 定理 
定理 10.9 〈 Berge，[1958O]3) 已 给 单纯 图 G = (XY,E), 其 


团 Berze.C.Sur le conplage maximamr Gan graphe, C.R.Acad,Sei par- 
is, 247(1958)258~259 
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阶 为 bg 日 G= maxr {gC(G-Sy-1IS!} (SCX) 
则 G 的 顶点、 被 并 列 集 饱 和 的 、 其 个 数 最 多 是 n - qd。 
证 ”和 证 明定 理 :0.6 一 样 ， 作 新 图 
百 =G+ 天 da 。 

在 图 吾 里 任 取 点 集 Sw， 若 Sn 不 含 玉 de 里 的 gd 个 点 ， 则 囊 - 
Su 是 联接 的 ， 设 其 为 奇 阶 的 图 ， 册 gq (HH-Ss) =1& 1Sai， 
车 Sw 包含 所 有 Ka 中 的 点 ， 则 

Sg=SUV (Kd )。 SCV (GY 

H-Sy=G-S, 故 g(H-Sy)=g(G-S)< ISI+ 
VCKa )| 故 图 吾 = G + 大 d 满 足 定理 10,8 的 条 件 , 据 定理 10.8， 
瑞 有 完美 并 列 集 ， 这 个 完美 并 列 集 ， 其 在 原 图 GG 里 的 边 最 多 不 
饱和 G 的 d 个 顶点 ,， 故 2 b>n-d。 


{0 bY (KY) 
q(tG-0)=4 
4-'{0}l=83, f=-9 
26=18=21-3 

图 I0.15 
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但 网 C 中 确 存在 子 集 S 使 
d=max{g(G-S)-1S|} 
故 据 定理 10.8 的 证 ,在 图 恕 里 去 掉 顶 集 SUF (Ka ) 时 ,G-5S 
= 百 -{SUFCKd ) } 中 ， 确 有 C 的 4 个 奇 分 子 图 与 SU 
VC Ka ) 中 的 d 个 点 的 相应 。 故 
2B<n-d, 
于 是 2p=n-d。 


《证 毕 ) 


分 析 定 理 10.9 中 所 会 的 数据 ， 有 

《 1 ) 图 G 的 维 # = |G1， 

( 2 ) 图 @ 所 含 极 大 并 列 集 夺 的 维 1M1 = 8， 

(3 )F(G ) 所 会 子 集 $ 的 维 1S1 = s， 这 个 子 集 $ 使 ?9(C 
-5S ) 达到 极 大 。 

《 生 ) 与 ( 8 ) 中 的 子 集 S 相 应 的 G ~S 中 所 售 奇 分 子 图 
的 个 数 q。 

这 四 个 数据 ， 据 定理 10.9， 有 下 关系 ; 

2p8=n-d=n-g+s, 
或 (0)g=n+s- 286 

这 四 个 数据 ， 还 应 满足 下 二 关系 : 

(6 ) 8<n/2， 这 是 很 明显 的 。 

(oc ) s 和 8， 由 子 g 个 奇 分 子 图 ， 每 个 至 少 包含 一 项 ， 故 
ts+g， 或 m2>n+ 2s- 20 即 s 和 有。 

一 个 图 G， 给 定 它 的 阶 为 ge 设 人 满足 某 些 已 给 的 条 件 ， 这 
些 图 ， 板 成 一 个 图 类 。 在 这 类 图 蛙 ， 边 数 巨 (G) 最 大 的 ， 称 
为 极 大 图 。 根 据 上 面 所 研究 的 几 个 数据 ， 车 已 给 ,作为 图 的 
阶 ，B 作 为 图 的 极 大 并 列 集 的 维 , s 作 为 那个 特定 子 集 SCV (G) 
的 维 : 1S|1=s，g 作 为 G - 5 所 含 奇 分子 图 的 个 数 ， 只 须 这 四 
个 数据 满足 关系 4o)，(5)，(c)， 便 有 图 C， 取 m 8，9，s 作 
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为 其 相应 的 数据 。 由 于 二 有 《C2 (多 + )， tn=n 
+ns ) ， 故 车 欲求 极 大 图 ， 可 先 将 忆 一 S 中 的 偶 分 子 图 ， 全 部 
并 入 奇 分 于 图 中 。 在 于 集 S 上 作 其 ; ， 在 每 个 咨 分子 图 上 ， 也 
各 作出 完全 图 K2n;+1C(i=1,2,…,m)， 再 自 攻 :的 每 个 顶 ， 
联 到 每 个 奇 分 于 图 的 每 个 项 ， 但 奇 分 子 图 之 间 ， 出 不 联 边 。 这 
便 是 下 
定理 10,10 下 x 为 阶 ，P 为 其 极 痰 并 列 集 的 维 ，SCV(G) 
使 GS 中 所 含 奇 分 于 图 的 个 数 为 9， 且 使 87(G -5S) ~ ijS| 达 到 
极 大 ， 令 |S1=s， 而 nx，4q，f，s 满 足下 列 关 系 ， 
(a)g=n+s- 2p, 
(6) s<p<n/2， 
刚 极 大 图 G， 满 足 上 述 屡 求 的 ， 必 是 下 述 形 式 ; 


G= Ks+ Kanety 


其 中 SD (2m +1)=n-s 


证 显然 。 

由 此 ， 便 其 易 推 得 : 

定理 10.11 (Erdos,Gallai,F1961*2) 已 给 二 非 负 整 数 n， 
，# 之 2 8， 则 极光 图 G， 以 n 为 阶 ， 以 为 极 大 并 列 集 的 维 ， 
其 极 大 边 数 是 


(BP) 


# Erdos, Pand Gallai, TP, On the minimal number of vertices representipg 
the edges of a graph, Publ,Math, inst FHungar. Acad. Sei. B {19%1) 181~ 
203 

On Maximal Paths and Ciratuits of Graplis, Acta Math, Acaa. St llun- 
Rar, IOC 1959), 337~356 
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2 max{ (841 ), (2 )+em-p 》 n>28 

(1) 当 2p+1<n<(5B+ 3)/2,Kzpt1UE#-:8-1 是 
唯一 的 极 大 图 ， 其 边 数 是 ( 26 1 )。 

(ii) 当 n> (58t+ 3)/2 Ka +En-8 蚌 唯一 的 极 大 
图 ， 其 边 数 是 (6 ) +8 Cn-B8)。 

(ii 如 sa=《58+3)/2, 财 有 二 极 大 图 ,天 28+1 En-2p~ 1 


与 KB + 上 np ， 其 边 数 为 8 (28+ 1 )。 
证 所 定理 10.10， 极 大 图 G， 必 具 形 式 


G=Ks+ Kur 


其 中 g=nts-26，0<s<p,， SD (2nt!l ) =n- so 
7 


计算 图 GG 所 含 的 边 数 有 
IECO) = (3 ) +scn-s) :+S(™! ) 
六 2 
训 lECOI<(E) ten- +2p -s+ (ps), 
入 p= (CE) rs +2(8- s+ (8-s), 


由 于 gp/ Cs) = 3> 0,p7 (5) 为 开机 数 ， 效 知 (4) 在 [0 ,8] 上 的 
最 大 值 只 能 在 其 端点 上 达 到 ， 妈 最 大 边 数 为 max {9( 0 )， 
pC8) } 。 但 p(0) = 2 p+B， 达 到 此 边 数 的 图 为 Kzg+t1 U 
En-(28+1)y p(B) ~ (8 ) +B(n- B)， 达 到 此 边 数 的 图 为 


* 五 表示 五 "的 检 国 ， 即 其 个 预 点 市 没有 边 的 图 。 钠 GU 且 为 以 G 与 号 的 顶 
点 集 及 边 集 的 并 集 为 顶点 集 及 边 集 的 图、 
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疙 。 + 记 n-g 。 叉 由 gp( 0)= (有 ) 求 出 : 


KB) 导出 mw>50 8，p(O)>9(D) 求 出 m< SC 。 
故 定理 得 证 。 
《证 毕 ) 
例 已 给 ?= 9，B8= 3， 求 极 大 图 。 
解 求 得 9g= 3 fs，0<sS3。 
现在 再 分 以 下 各 种 情况 来 进行 研究 。 
1.s=0，4=3， 疼 G 是 3 个 奇 分 子 图 之 合 
G=K2n+1t UK2rti UK2nt1, 
其 中 C2n1+1) + (2ns+1) + (2n+1)=9, 
这 是 对 #,，#,，#, 的 一 个 不 定 方程 求 其 整数 解 ; 


2n+1=1 {amt i= 1 {2 11=8 
{2n2+1=1 12nat l=8 12n+1=8 
2m+1=7 2ns+ 1=5 Loss- 


相应 的 图 是 天 ,天 w+ 解 第 一 组 方程， 得 ni = me = 0， 


= 3 相应 的 边 数 是 21。 
第 二 组 方程 的 解 是 (zl= 6，#: = 1，#s = 2 )， 下 如 图 
其 边 数 是 13。 


图 10.18 
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第 三 组 方程 的 解 是 C4, =#s= ts = 1 )， 图 如 下 (三 )， 


2。s=1，9= 3+1=4, 解 不 定 方程 &, + +ks + 
= 8 其 中 &; 统 为 正 奇数 ， 共 有 二 组 解 ( ,1,1,5 ) 与 (1， 
1 ,3 ,3 ) ,相应 的 图 ， 如 下 图 10,17 《一 ) 与 (二 〉， 相 应 的 
边 数 分 别 是 18 与 14。 


0 _ 


8. 5= 2,， g=3+23= 
与 ， 解 不 定 方程 中 + Rs + Rs 十 
.+s = 7， 正 奇数 解 是 (1， 
1,1,1 ,8 ) ,相应 和 能 图 如 下 
图 10.18 相 应 的 边 数 是 18。 

和 5=3, 4q=3+83= 
6 相应 的 图 是 图 10.19， 祖 应 
的 边 数 是 21。 


10.19 


在 本 全 4= 6 - 9 ， 裤 大 图 有 ， 


(C1)KiUE,, (2)K,+E, 
习 题 


1 、 图 Ge ( 居 ， 忌 ) 中 的 边 e 称 为 是 外 由 的 ， 如 果 它 属于 革 个 极 大 并 列 集 ， 
但 不 赂 守 所 有 的 级 大 并 列 抹 ， 试 证 明 边 e 是 自身 的 ， 当 且 权 当 对 任 一 个 极 大 并 列 
集 呆 ,或 者 边 e 属 于 一 个 个 长 的 以 不 绝 和 点 为 一 个 起 点 的 交 氏 链 ,或 者 < 属于 一 个 交 

” 错 回 。 

2 、 试 证 明 ， 如 果 于 ;与 于 ?都 是 单线 让 G= (天 ,已 ) 的 极 大 并 列 集 ， 则 
LT=1as1。 

3 、 斌 证明。 如果 单纯 图 G= ( 着， ) 中 每 点 的 次 数 均 不 小 于 2 ， 则 G 的 极 
大 并 列 集 不 唯一 

4 ， 斌 证明， 任 给 单纯 图 G 的 一 个 并 列 乐 Wu， 全 可 用 关于 交错 链 的 交 扫 而 
出 一 个 极 天 并 列 集 ， 试 述 这 个 算法 ， 

5 。 试 证 明 ， 树 最 多 有 一 个 完美 并 列 集 。 

6、 对 于 > 1 ， 找 出 一 个 天 完美 并 列 集 的 # 次 正则 单纯 图 共 例 于 。 

1 、 试 家 完全 两 分 图 4, 4 中 不 同 的 完美 并 列 集 的 个 数 ， 

4 、 斌 证 明 完 全 图 K2n 中 不 同 的 完美 并列 集 的 个 数 是 (24)! /2 "mt 

4 、 两 个 人 在 图 上 进行 二 次， 方法 是 六 史 渤 择 不 同 的 顶点 0，x1，x4，~， 
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使 得 当 iD> DD 时 ，*: 都 和 X; .T 相 地 。 最 后 一 个 能 选择 标点 的 人 为 胜利 者 。 试 证 明 ， 
第 一 个 人 有 取胜 的 策略 的 充分 必要 条 件 是 G 中 没有 完美 并 列 集 。 

10， 图 G 一 (对 ， 匹 ) 的 一 因子 指 的 是 图 CG 的 次 正则 里 顶 部 分 图 ， 如果 图 忆 
呈 《XX， 瑟 ) 有 边 互 质 的 和 一 因子 有 H1， 有 z,，…， 玉 1, 使 得 E=E (Hi)UE 
《H2) DwUE( 且 ; )， 则 称 GO 为 一 瑟 子 化 的 ， 县 将 G 表 未 成 HIVUH2Uw…U 
互 :5， 称 此 表示 为 G 的 RE 一 因 池 分 鲜 ， 试 证 明 : Kmr,x 与 开 2 是 I 一 因子 化 的 ， 而 
了 Petersen 图 不 是 1 一 因子 化 的 。 又 同 下 列 各 图 有 2 一 因子 加 ? 


II、 试 证 明 ， 如 单纯 图 G 一 〔( 龙 ， 吾 ) 中 [ 居 1 二 2 8， 日 其 极 小 次 数 52 十 
4， 则 G 有 3 一 因子 。 

12、 趟 证明 ， 天 28 二 1 可 素 为 mn 个 证 续 的 2 一 因子 的 并 集 ( n= 1 ) 。 

13、 试 还 时 《 1 ) 攻 6n-2 是 3 一 因子 化 的 ;《( 2 ) 有 4n 二 1 对 n>1 是 4 一 
因子 化 的 、 

14、 试 证 明 ， 用 1 X 2 的 方 决 恰好 复 盖 出 去 两 个 对 角 块 的 8X 8 的 方块 是 不 
可 能 的 。 

15、 试 证 明 ， 在 两 分 图 G=( 关 ，Y; 已 ) 中 存在 完美 并 列 集 的 充 要 条 件 是 对 
一 茹 SCXUY, 有 | 了 (5 ) 1 地 |S1。 其 路 (5 ) 表 示 与 S 中 的 点 相 邻 的 点 
集 .又 给 出 一 个 例子 说 明 如 G 不 是 两 分 图 ， 则 此 论断 不 真 。 

16， 对 及 > 0 试 证 明 : 《 1 ) 每 个 R 一 次 正则 的 两 分 图 都 是 1 一 因子 化 的 ; 
( 2 ) 每 个 2& 一 次 正则 图 都 是 2 一 周子 化 的 ， 

17， 非 负 实 短 阵 Q， 各 其 每 一 行 中 元 素 的 和 是 1 而 且 每 列 中 元 素 的 和 也 是 1， 
则 称 为 双 随 机 炬 阵 , 潮 挤 炬 阵 是 ( 0 ， 1 ) 一 和 矩阵， 而 且 其 每 行 每 列 都 恰 有 一 个 
1 因而 每 个 年 换 炬 阵 都 是 双 随 机 的 。 ) 试 证 明 : 《 1 ) 每 个 双 随机 短 阵 必然 是 
方 阵 。( 2 ) 每 个 双 随机 短 阵 Q 均 可 表 为 置换 答 阵 的 点 线性 组 合 ， 序 中 一 ciPi 十 


各 
czPa 十 十 CPP5， 其 中 每 个 ci 都 为 非 负 实数 ， 每 个 的 为 霹 换 短 阵 ， 且 i3 

i= 
ciel 
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18. 设 革 是 有 限 锥 ， 丰 是 本 的 子 群 。 试 诺 明 存 在 元 类 所 ， 且 ，…，hn 理 ， 
使 得 hi 太 ，haKK，…，hnK 是 必 的 不 同 的 左 辽 集 ，Kh， 上 hz，…， 丰 ha 是 下 
的 不 同 的 右 陪 集 。 

19、 试 证 明 每 一 个 没有 断 边 《 除去 此 边 ， 则 图 G 被 放 断 ) 的 8 次 正 则 图 . 
均 有 完美 并 列 集 。 

20、 试 证 明 : 项 单纯 医 G 二 ( 半 ，E) 中 | 站 | 偶数， 且 G 是 (一 1 ) 边 联 
的 8 次 正则 图 ， 则 G 有 完美 并 交集 、 

21， 试 证 明 ， 如 单纯 图 G=《 天， 已 ) 中 六 1 一 依 数 ， 且 G 是 次 正则 及 联 
的 图 ， 则 G 有 完美 并 列 集 。 

22、 试 证 明 ， 树 Ge ( 区 ， 已 ) 有 完美 并 列 集 的 完 分 必要 条 件 是 9( G 一 x 》 
一 工 对 一 切 xEX 成 立 ， 

23、 和 用 $ 6 定理 10 .8 描写 无 完美 并 列 集 的 极 大 单纯 图 的 特性 ,又 证 明 ， 如 果 
G 一 (X 已 ) 是 单 细 图 1 天 | =2h， 且 最 小 次 数 S<&， |E1>(3)+ 
(2 一 2 1) 十 5) ， 则 G 有 完美 并 列 集 、 


24、 下 述 结论 对 吗 ? 为 什么 ?〔 1 ) 每 一 个 径 集 均 舍 有 一 个 极 小 径 集 ,《 2 ) 
每 一 个 并 列 集 均 含 于 一 个 极 大 并 列 集 之 中 。 

25，、 在 两 分 图 G= 《XX, 了 : 巨 ) 中 ,对 4cCX 令 6(4)=141 一 1re(4)1， 
= ax 6(A), 试 证 明 ; (1)6( AiUA2)+6(AiNA2)=3 (A1)T 


8( 4a ) , 《 2 ) 利用 上 述 不 等 式 证 明 集合 族 s 一 { 413( 4 ) 二 601 满 足 条 件 : 
Ay Az Eq A1UAs， AINA2E 4 ( 3 } 如 60>0， 则 在 Ao= pn 4 中 


含有 56. 个 六 中 这 样 的 硕 点 ， 它 至少 不 被 一 个 极 大 并 列 集 所 饱和 ， 

36、 设 两 分 图 G= 〔 革 ，Y; 已 ) 中 存在 一 个 并 列 集 饱和 中 的 所 有 的 点 。 试 
证 明 ， 存在 一 个 点 xo€ 下 使 得 对 每 个 点 YE TG ( xo ) ， 至 少 有 一 个 家 大 并 列 集 使 
用 边 ( xo, 2? ] . 

27、 利 用 上 题 进一步 证 明 ; 如 各 对 xE 羡 ，*, 的 极 小 次 de 《 x* ) 二， 则 至少 
存在 局 个 不 同 的 极 大 并 列 集 。 

28， 设 在 多 重 琴 分 图 G=( 关 ,Y: 巨 ) 中 1X| 呈 mm，1Y1=n， 且 将 其 
顶点 编号 使 得 对 一 切 %iEX，y jEY 有 dc(x1) =e ( x) < <dG(zm) ， 
de { y1) 和 =de( y2) 宇 … 宇 de ( yn )， 试 下; 存在 一 个 记 和 关中 也 有 的 点 的 
并 列 集 之 闪 分 条 件 是 :n=m, de (x1) 之 0， Ed (x1)> 应 de 
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(31), (k=2, 8, 
29、 试 证 局 ， 如 果 在 和 多么 
mx de(y), 及 iY l=1X!, 
30、 汪 证明， 如 二 ( 芝 ;Y, 瑟 ) 是 元 : 


(X,Y FE) 有 min de {x) 
硅 饱 和 卫 中 也 有 点 的 凑 列 集 。 
立 点 的 多 重 两 分 图 ，|Y | 天 1 天 | ， 


且 对 某 个 x1€ 革 有 
nin de (x )】 过 max de 《 y ) ， 则 存在 多 和 下 中 所 类 点 的 并 列 集 ， 
SEK! yEY 


31、 斌 证明， 在 多 重 商 分 图 G= ( 天 ，Y; 上 ) 中 存在 一 个 并 列 集 饱和 所 有 只 
极 大 次 数 的 顶点， 

32， 斌 证 明 ， 在 更 分 图 G-〔 ，Y， 瑟 ) 中 存在 一 个 并 列 集 他 入 中 的 所 有 
的 点 ， 当 且 权 妆 

1X-re (8) 1<1Y-~B1 (BcY ) 成 立 . 

33、 斌 证明， 在 丙 分 图 G={ 定 ，7;， 羽 ) 由 究 在 一 个 并 列 集 同 时 饱和 多 及 如 
CY 申 的 一 切 点 的 充分 必要 条件 是 ;( 1 ) ] Fe (3S ) |=1S1, (ScX)， 
《2 ) 1re(T) 1 =17] (CTCB ) 均 成 立 。 

34、 试 证 明 ， 在 两 分 图 G ( 义 ，Y， 玉 ) 中 存在 一 个 并 列 集 同时 饱和 下 及 
BcY 中 一 切 点 的 这 分 必要 条 件 是 :min{ | Fe(S) 1 ,1X1 一 1B-re(S)| 上 
宇 151《SGEX) 成 立 ， - 

35、 试 证 明和 如果 于 是 一 个 并 列 集 ， 了 是 一 个 径 集 ， 则 min1 了 1 三 2 区 5X 
La 【又 等 号 成立 的 条 件 是 什么 ? 

26、 在 一个 单纯 图 G= 《 交 ， 瑟 ) 中 考查 由 顶点 的 子 集 构 吉 的 族 : en 《Cl 
C:。-…-，Cp 上 它 清 足 条件， 

(1 ) 1Ci | 是 坎 数 、(f=1，2，~…，p)。( 2 ) 对 于 每 条 边 ( xy JE 已 
三 丰 在 一 个 ;使 得 ，ECin{ zy) 1=aiaf 1Ctj，| {x.y} 1 }， 如 时 
1ci =2k 1 则 人 es(Ci) max {4 又 记 

人 (和) = 名 eC Ci)， 斌 证 明 ， 计生 人 并 天 类 开本 有 | 1 | 二 in 


et{ @), KX: max [MI=mne{(?) 
四 名 


(J,Edmouds, 1964 ) 
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第 十 一 章 稳 同 集 ( 独立 集 


$1 稳固 集 与 径 集 


任 给 图 G = ( 革 ,E)。 在 顶 集 (G) 中 任 一 子 集 SCV(G)， 
其 中 任 二 点 均 不 相 邻 , 则 这 样 的 顶点 集合 S 称 为 图 G 的 稳固 六 ， 
或 顶点 的 独立 六。 根据 这 个 概念 ， 在 上 章 所 讲 的 并 列 集 ， 实 际 
是 边 集 的 一 个 独立 子 集 。 所 凋 独 立 ， 乃 指 集 合 以 内 的 元 素 ， 互 
不 相 邻 。 现 在 再 来 看 另 一 个 顶点 集合 , 设 有 顶点 集合 TCFC)， 
图 的 任 一 边 至 少 有 一 个 端点 ， 落 在 7 内 ， 则 集合 7 称 为 图 G 的 
径 负 (Transversal ) 。 这 好 像 在 上 章 讲 的 边 复 盖 集 一 祥 。 每 个 
顶 ， 在 复 盖 集 里 ， 总 有 ~- 边 复 盖 这 个 项 。 所 以 径 集 ， 可 以 称 为 
是 项 复 赣 集 ， 它 是 一 个 顶点 集合 ， 每 一 边 ， 在 复 盖 集 里 ， 总 有 
一 顶 ， 复 盖 这 条 边 。 

设 S ,是 一 个 稳固 集 其 维 13 :| 极 大 , 即 其 中 所 含 点 的 个 数 ， 
至 少 不 少 于 任何 这 样 的 一 个 稳固 集 。 设 3 是 任 一 稳固 集 ， 便 有 
154| 之 1S1。 则 S, 称 为 极 大 稳固 集 ， 其 维 称 为 原 图 的 稳 
数 。 一 般 记 为 8 ( G，) 当然 这 个 稳固 数 B 是 唯一 确定 的 。 设 5， 
是 一 个 极 大 称 到 集 ，T ;= 六 CG ) -S ,将 是 一 个 径 集 。 在 图 
中 任 取 一 边 ， 这 万 的 两 个 端点 ， 其 中 至 少将 有 一 点 ， 落 在 了 
内 。 实 际 上 ， 对 任 一 稳固 集 5，T = 六 (G) ~5S 将 是 一 个 径 
集 。 设 用 8 表示 图 的 稳固 数 ，a 表 示 极 小径 集 的 维 ， 则 下 定 理 
成 立 ， 

定理 11.1 at+8=n。 

证 ” 设 S :是 一 个 极 大 稳 轿 集 ， 其 维 1S ,1 = B， 则 

HB=|j -8=] 下 -Sasat+psm 
又 rn-a=|X-minlT||<pS>at hn, 


Lit 
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故 e+B=no 
《证 毕 ) 

这 个 定 更 和 极 大 并 列 集 的 维 与 极 小 边 复 盖 集 的 维 之 间 的 关 
系 是 一 样 的 。 即 若 极 大 并 列 集 的 维 记 为 8,， 极 小 边 复 盖 集 的 
维 记 为 ce， 看 

ao 十 月 = mo 

设 图 G 是 两 分 的 ，G =《 入 ，Y; EE )，, 则 由 于 极 大 流量 一 

极 小 截 量 定理 ， 有 
Bo =a, 
故 在 两 分 图 上 ， 有 下 

推理 11 ,1a co= 有 。 

妇 在 两 分 图 上 ， 图 的 稳 国 数 ， 等 于 其 极 小 边 复 盖 集 的 维 。 
写 出 两 分 图 的 结合 措 阵 ， 这 是 一 个 《0,1 ) 一 和 矩阵， 其 极 大 并 
列 集 的 维 一 般 称 为 该 矩阵 的 项 秩 。 玛 此， 在 西 分 图 上 ， 其 稳固 
数 

8=m- 项 铁 。 


$2 极 大 稳固 集 


设 SCF (G ) 是 图 G = (X。EE) 的 极 大 稳固 集 ， 则 |5,1 
称 为 图 的 稳固 数 。 但 如 何 来 淹 断 一 个 稳 园 集 ， 是 否 已 达到 家 大 
呢 ? 为 此 ， 首 先 定义 一 个 关于 稳 周 集 S 的 交错 序列 ， 
a= fa ba 05，… }o 
1. 命 4=X-S= 1c，oy，…}， 
B=S= {b,, bo。 
在 4 中 任 取 元 崇 6;,， 在 8 中 选取 元 素 5,， 使 
Te (B81) {al} pe 
2 ， 设 已 作 得 交错 序列 
oO= {a Bi, gs pb 7s Gils 51 oi }, 


则 bi 按 下 法 选取 ， 即 取 bi 满足 下 二 条 件 ， 
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br EB- {bi, ba os br}, 
Telb: )N {or asp， 0 } po 
3 . 设 已 作 得 交错 序列 r， 如 
o= (fa pb po，b }， 
出 ci+ 1 的 选取 如 次 ， 选 取 
al E4- {a Gs 9 )， 
ToCaw) MN {6s bp 6, } 所 办 
Telawsi MN {a as ns 0 上 区 
、 设 不 破坏 规律 ( 2 ) 与 ( 3 ) 而 5 不 能 再 加 长 ， 则 a 称 为 
是 极 大 的 。 于 此 ， 有 下 

定理 11,2 稳固 集 5 极 大 ,其 充分 和 必要 条 件 是 不 存在 关于 
S 的 极 大 奇 交 错 序列 c。 

为 证 本 定理 ， 先 证 下 二 引 理 ， 

引 更 11,.1 设 图 G 是 一 棵 树 ,( 4，B ) 是 其 顶 的 一 个 2 一 
着 色 *， 且 18j 之 |4|， 则 G 的 虞 挂 点 中 至 少 有 一 个 展 于 B。 

证 设 树 G 的 悬挂 点 集 为 4,， 且 4; 忆 4。 作 树 Gx-4,， 
命 其 悬挂 点 集 为 了 :， 则 B1CB。 因 《A4，B ) 是 G 的 一 个 2 一 
着 色 ， 已 ;中 每 一 点 必 与 某 一 悬挂 点 相 邻 ，-4C4, 故 如 ; 王 如 。 
再 作 树 Cx-i-si， 命 其 巧 排 点 集 为 4a， 则 4sC4， 继 续 这 
样 作 树 ， 继 续 得 悬挂 点 集 4 与 3 等 。 设 最 后 得 4a 与 Be， 据 
4 与 Bi 的 构造 ， 知 

I41l>1B 24 1B |>, PIBo | 之 |Astil, 
Ba $y Bat1= $e 
如 果 -4q +1 夺 #， 则 有 : 


a 


14l> 3 14: |> D1B: 1=1Bl, 


此 与 |4j 宏 18 矛盾 。 如 果 4z +1- 8， 则 集合 Bq 成 为 一 个 点 


* 如 将 项 点 集 分 成 两 个 不 交 的 稳 图 策 ( 4， 占 》 的 一 个 划分 
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《不 再 是 C4,UB, 的 悬挂 点 ) ， 于 是 |4e |>1B84 |， 故 


日 


14l= DAi >T 1 1=131 


仍 与 14] 过 ! 呈 | 握 盾 。 

引 理 11.2” 设 网 G 是 一 个 * 阶 的 情 ， 并 设 (4， 召 ) 是 其 顶 的 
一 个 2 一 着 色 ， 具 特性 |4| - 1BI 或 |4l=181+ 1。 则 存在 
一 个 交错 序列 = {gl，51，as，6:,… } 用 到 G 的 每 个 顶点 。 

证 当 #- 1 或 2， 引 理 11,2 品 能 成 立 。 设 引 理 对 于 n = 2 有 
能 成 立 ， 往 证 其 对 于 n -2k 工 也 必 成 立 。 

由 于 |41 =18|+ 工 , 据 引 理 11.1 存 在 一 个 悬挂 点 属于 4， 
命 为 alstE4。 作 网 GX- {a,,,} ， 据 归纳 假设 ， 树 


Gx -~ { as， ) 的 顶 ， 构 成 一 个 交错 序列 


G= {a pi az Bi pw， bp } 
手足 上 述 的 村 求 (2 ) 与 (3 )。 由 于 aesiE-4， 故 

Feat {b bss …，86 } < 

Telais ON {as oz pa G4 } =$, 
按 构 造 交 销 序列 的 规律 ， 可 将 c:++ 加 进 序列 r， 得 新 交错 序列 

= {ab ba pp Ge» bis Gil。 
同 理 ， 可 证 当 引 理 对 于 n == 28 + 1 能 成 立 ， 则 引 理 对 于 n = 2h+2 
也 必 成 立 。 即 引 理 对 于 任意 阶 的 树 均 成 立 。 

定理 11.2 的 证 ” 设 稳固 集 S 极 大 , 往 证 不 存在 关于 S 的 衣 极 

大 交错 序列 r。 设 存在 这 样 的 奇 极 大 交错 序列 c， 作 

B'=(o-B})U(B-o), 
则 如 = {0 Gs 9 Grts Gitis britts }， 由 
于 0 的 极 大 性 ， 知 

Te (Cbs )N {or a 02 Gat}= 共 《对 任 一 
ij 艾 域 立 )》。 
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又 由 c 的 构造 方法 知 


Te Cai DN {a os Gy O24+1} = 
故 好 也 是 一 个 稳固 集 ， 且 

IB’I>|B|I+1, 
这 和 8B 的 极 大 性 相 矛 盾 。 


亚 设 稳固 集 8 不 极 大 ， 往 证 存在 一 个 关于 B 的 青 极 大 交错 
序列 。 设 A 是 一 个 极 大 稳固 集 : 14|>18|， 


作 1=B-4, 4,=-4-8B, 
则 141>1B8|=>|401>18,|。 
作 子 图 4ouBo。， 命 G4A1UB1，GA2U0B1，……， G4;UBi :是 


其 联接 的 分 子 图 ， 其 中 4; C4,，Bt CBo (i= 4， 2 
&)， 由 于 |461>1B61, 1461 = 三 |41 1，1861= 二 |Bi | 故 
其 中 必 出 现 某 一 i， 使 | 4i | 之 1Bi | + 1。 设 此 i= 1， 则 (4,， 
召 : ) 是 其 顶点 集 的 一 个 二 着 色 。 如 果 1B:1+ 1 =14,|， 则 由 
于 (4,，B; ) 也 是 联接 分 子 图 G41uB 的 跨 顶 树 的 顶点 集 的 
2 一 着 色 ， 依 引 理 11.2, 其 顶点 集 构成 一 个 奇 极 大 交错 序列 o， 
显然 "也 是 关于 如 的 一 个 交错 序列 。 此 外 ,也 是 极 大 的 。 因 为 如 
5EB-o， 则 或 者 8E€ B~A4=B。， 因 而 5 不 与 任 一 个 oc 中 的 点 
4 相 邻 ， 或 者 bE B 站 4 ， 于 是 8 不 与 任何 6; 相 邻 《 因 -4 也 是 稳 
质 集 ) 。 因 而 = 是 关于 3 的 奇 极 大 交 铺 序列。 如果 181| +I< 
1411， 则 依 引 理 11.1,G A1u81 之 跨 顶 树 中 至 少 有 一 个 匡 挂 点 
€41， 于 是 可 由 《4, 中 除去 这 类 最 挂 点 直到 得 出 在 镜 余 的 树 上 
的 一 个 顶点 二 羊 色 ( 41'，B,) 且 141'1=18B11+ 1 为 止 。 此 
时 ， 册 前 述 可 得 出 B 的 一 个 奇 极 大 交错 序列 。 
《证 毕 》 

任 给 一 个 # 阶 的 图 GG， 它 的 稳固 数 究竟 等 于 什么 ， 这 个 间 
题 ， 并 没有 和 解决。 以 下 将 对 稳固 数 8( G ) 进行 一 些 研究 ， 设 
法 找 出 8C G ) 所 在 的 范围 。 所 亩 给 定 一 个 无 向 图 GS， 是 已 给 
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出 其 项 及 边 ， 那 么 在 这 个 图 里 ， 各 项 上 的 次 数 是 已 知 的 。 在 一 
个 无 向 图 G 里 ， 若 有 项 集 CCY( G ) ， 其 中 每 二 不 都 相 邻 ， 
则 这 个 顶 集 称 为 成 一 集团 。 已 给 顶 集 X= {x 1x: x} 
作出 以 这 些 点 为 顶 的 完全 图 KK 、 图 @ 与 G 称 为 互补 的 ， 设 G 
与 G 的 顶点 集 相 同 ， 且 GUG: 帮 " ,于 是 图 G 里 一 个 稳固 集 ， 
在 G 里 相应 的 字 图 ， 便 是 一 个 集团 。 而 G 里 任 一 集团 ， 在 其 补 
图 G 里 的 相应 子 图 ， 便 是 一 个 稳固 集 。 

已 给 无 向 图 C =《 革 ，E), 究 竞 如 何 确定 其 稳 酒 数 8(G)。 
以 下 研究 8《 G ) 所 在 的 范围 。 首 先 有 下 

定理 11.3 《J]. C、Meycr，[1972s ) 已 给 单 缉 图 GG 
= (天 , 世 ) ,其 项 集 并 = {1!，x:,，…，x。} 满足 条 件 

1<de(x das) sde(x )。 
设 对 某 一 整数 p:， 2 < 和 bp<r， 有 
dolxn) + tdo(xnopr?) En ~ Dp, 

则 每 一 个 稳固 集 ， 其 维 小 于 p 的 ， 必 合 在 一 个 p 维 的 稳固 集 
内 。 

证 本 定理 的 证 明 ， 使 用 关子 p 的 归纳 法 。 

首先 ， 设 Pp2> 3 ， 设 定理 对 于 p 成 立 ， 往 证 定理 对 于 p+ 1 
也 成 立 ， 设 定型 的 条 件 对 于 p+ 1 成 立 ， 即 设 

dolxn) tdalx sot) te tdelwoo ss EH- (p+1) 
则 自然 也 有 

doe{xn) +dolxso1) +t +de(r ret2) 

A (P+)<n-p, 
据 归 纳 假设 ， 对 任 一 个 维 数 小 于 p 的 稳固 集 5， 都 含 在 某 一 个 
也 维 的 稳固 集 S。 内 。 

命 So= {yi ya er yr), 


» J.C,Mever: Ensembles stabies maximaux dans les hypergraphes. C. 
及 .Acad,Sc Paris 274(1972), 14~147 
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则 IFetSoSda(y ) rd yo) tm tide(ye) 
da(x, Yt de(Xset) te 
tdo(xu:s: IENn-p-1, 

故 ITe(SW)I<n~-p=|X-Sl|. 
故 在 羡 -S。 内 ， 至 少 含 有 一 项 ， 不 与 9。 中 的 点 相 邻 。 故 S。 含 
在 一 个 p+1 维 的 稳固 集 内 。 

定理 对 于 p=2 显 然 能 对 立 。 因 任 作 一 个 一 维 的 稳固 集 
S= {x}， 因 Te(x) 志 Telxn )<n-2， 在 图 里 ， 必 有 一 点 ， 
不 与 Y 相 邻 。 故 存在 2 维 的 稳 辐 集 ， 包含 原 给 的 1 维稳 固 集 ， 据 
归纳 法 ， 定 理 得 证 。 


【证 毕 ) 
推理 11,8。(C,Berge,[1960*)) 单 纯 # 阶 图 G = (X，E)， 


其 极 大 次 为 k， 则 每 一 极 大 稳固 集 ， 其 维 至 少 是 -1 ] 。 


其 中 [ 二 】 为 火 于 或 特 于 .站 一 的 极 小 整数 。 


证 命 p-[( 忆 7】 则 因 G 的 阶 为 x 其 极 大 次 i 最 大 


为 p- 1， 故 [ -7 】 至 少 是 1。 
显 见 
doelxn Dt do nml) te Hdl er I ER Pp-1) 
又 当 pm=etj+l)+r 《1 rh+11, 时 
取 p=9+l, 有 hp-1D)=n-p-(r-1), 
由 于 r-1 关 0， 故 Ab- TD<sm 一 六 


a C.Berge,problemes de coloration en Theoris des Graphes, Pubt.Inst, 
Stat Universite de paris, 9 (1960),125~160 
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规 de(xn ) tdo(xaot) te tdo(x rs) SH- po 


据 上 定理 ， 便 可 推 得 本 推理 。 


以 下 往 证 ， 确 有 图 存在 ， 


数 


《证 毕 ) 
据 这 个 推理 ， 显 有 下 


推理 11.35 BCG )>>[ .7 ]】 ,而 且 这 个 结果 是 可 能 最 
好 的 。 


证 据 推理 11.3o， 设 6(G ) 是 G 的 稳固 数 ， 显 有 
BG 2 了 


5 


C6) = [er ° 


其 阶 此 xn,， 极 大 次 I (CG =, 稳 辐 


这 个 推理 给 出 单纯 图 G 的 稳 图 数 8( G ) 的 一 个 下 办。 


首先 ， 设 a 与 b 是 二 整数 ， 恒 有 
GS 
设 已 给 二 正 整 数 a 与 5， 书 
a=gqb+r, Cr<b, [和 了 
车 r= 0， 有 oa=95， 故 
a-1=(9- Db+6- 1, 0<b-1< 8 
于 是 Co/ ?g(r 


着 r 之 0， 则 
a-1=gb+(r-1D), 0Sr-1<5 


# IY 
» [A] 
办 


nl (pp- D+ +r, 0&r<h+1l, 
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手 是 一 个 n 阶 的 图 G， 可 如 下 作出 ， 

作 一 个 具 r+ 1 个 顶 的 集团 久 *+: 再 作 户 ~ 1 个 互 质 且 互 不 相 
邻 的 (+1) 集团 Ke (i= 1，2，…，b-1) 各 与 集团 
总 r+i 不 相 邻 。 作 图 C = 长 r+1U 天 人 41， 于 是 匀 G 共 会 (如 -1)。 
(E+D +r+ 1 =#% 个 项 ， 在 这 些 集团 中 各 了 歌 一 项 构成 一 个 稳固 
集 ， 其 维 为 p, 即 BC(G》= 如。 人 每 个 多 2+1， 其 顶 的 次 数 为 名 五 
r+1 的 极 大 次 是 r， 由 于 0 所 7r<h+1， 故 (GG)=h， 故 区 
存在 图 G， 其 阶 为 x"， 极 大 次 为 8， 其 稳固 数 为 


BG) = Ee) 
《证 毕 ) 


§ 3 涂 兰 定理 及 其 有 关 问 题 
据 上 节 推 至 的 证 明 ， 设 任 给 正 整数 "与 R， Hpi> 0， 可 
设 
n=k(g—1)+r, 0 Sr<h 
作 图 G， 使 其 含 r 个 9 集团 ，& 一 + 个 (9 1) 集团。 在 每 个 集团 中 
任 取 一 点 ， 共 得 点 ， 构 成 一 个 稳固 集 S5，1S| =&， 显 见 B(G) 
= 上 上， 这样 的 图 ， 记 作 Gn,k。 于 此 有 
定理 11.4 《Tursn,[1941*2 ) 任 给 一 个 图 集 
WK= {G=(X, E)/|IXI=n, B(G) Sh} 
其 阶 统 为 x， 稳固 数 专 &， 则 其 中 边 数 可 能 最 少 的 图 ， 同 构 于 
Gn, ko 
证 将 写成 =k'g+r (Ur) 形式 ， 


# PFTursn; An EXtremal Problem in Craph Theory (Hungsriag) Mat. 
Fiz Lapok, 48C1941), 436~~452 
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fkR+1 2k+1 3k+1 9 六 二 1 
kt+2 28+2 38+2 qk+2 


2h 3 和 下 (9 + Dh 
对 n 进 行 归纳 。 设 对 第 9 列 以 前 的 各 列 的 zs，P， 定 理 均 成 立 ， 
往 证 定理 对 于 第 9 列 也 成 立 。 
首先 验证 对 于 第 一 列 的 4，& 定 理 能 成 立 。 敬 如 取 n= 9， 
= 6, 便 有 9=6+8。 
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在 图 G 中 ， 先 任 取 六 点 ， 构 成 稳固 集 S， 针 -5S 共 含 三 
点 ， 命 为 x，>，z， 这 三 点 到 信 都 应 有 边 相 联 ， 否则 稳固 
集 便 可 加 大 。 设 命 v，y，2 与 S 中 相 联 的 点 ， 分别 是 s《(%)， 
SLy)，s《2)。 由 于 x，y，z 和 省 不 相同 ，s(x)，s(y)，s(z) 也 
应 各 不 相同。 否则 若 有 s(x) = s(y)， 在 S 中 会 去 s(x)=s(y)， 
补 进 Y，?y， 稳 固 集 3 便 将 加 大 。 在 G 中 作 尽 可 能 少 的 边 ， 可 以 
假定 zx 与 y 原 不 相 邻 ， 由 汉 上 讨论 ， 显 见 图 11.1 中 的 (一 ) 与 
《二 ) 是 同 构 的 。 

其 次 ， 在 图 集 

KW= {G/N(G) = BC(G) SEE} 
中 ， 设 有 图 GE Y， 其 8 (G ) = 名 < 和 在 图 G 中 ， 任 到 稳固 
集 5，15|- 记 <h。 在 XCG》-5 中 任 取 一 点 x,x 到 S 将 有 
289 


开 边 。 去 捷 这 条 联 边 ， 将 点 * 加 到 S 时 去 ， 图 G 的 边 数 便 将 减 
少 ,而 臣 稳 固 数 便 将 加 大 , 礁 若 在 党 里 取 边 数 尽 可 能 少 的 图 G， 
便 可 假定 其 稳固 数 等 了 于。 在 G 中 取 稳 固 集 5， 风 1S| =&， 由 
上 所 论 ， 可 知 任 一 点 x*E 义 -S 必 与 5 相 邻 。 作 子 图 Gx-s， 其 
阶 | 二 -SI =a- 8<nm， 其 稳固 数 入 R， 故 由 曙 纳 假设 ， 有 

(1) PCGxr s) Pm(Gn-h.k), 
但 Ga. 的 移 成 ， 可 在 Gn-&,8 的 上 个 互 质 的 集团 中 各 加 进 一 点 
得 来 。 但 在 每 个 集团 中 ， 各 加 进 一 点 ， 其 边 的 总 数 ， 将 增加 
和。 故 四 (Crane) -mmCGCa-pk) =f-R， 设 CEY%， 
BC(G) =&， 则 由 于 G 的 边 数 ， 尽 可 能 地 少 ， 逐 有 

《2) mG) Em( Gnk), 
喇 

nh=|X- SIEmxs,S) =m(G) -mGxs) 

CCGhR ) -mGn-kkh) =n— ko 

由 于 在 这 个 不 等 式 中 ， 两 端 都 总 z- R， 遂 有 

m(G) -ml(Grs) =m(GnR) mG-pk) 
由 (C1) 与 (2)， 便 应 有 

mlGxrs) =m( Grph, k), 

及 mC(GY =m(Gn Rh)。 

出 土 述 证 明 , 可 知 了 出 G 是 由 R 个 互 质 且 互 不 相 邻 的 集 团 C，， 
Gs:，*…，Ck 及 一 个 & 顶 的 稳固 集 S 所 构成 ， 且 

[IX-Sl=me (XX-S, S)=n-h, 

由 此 可 知 ， 自 每 一 顶 x € 叉 ~S 仅 有 一 条 边 联 到 S,， 如 上 ， 命 
5(%*) 为 顶 x 在 S 中 的 邻 点 ， 若 x* EC ，y ECj (is7) ， 
则 s(x%) ss 
否则 车 s(x) = sty)， 在 S 中 去 控 这 点 ， 补 上 x，y 二 点 ， 因 x 与 
y 属 于 C 的 不 同 的 集团 ，x 与 ?应 不 相 邻 ，C 的 稳固 数 将 加 大 ， 
这 不 可 能 。 

车 x，y 属 于 同一 集团，y ECi; ，y ECit ， 则 必 有 s(x) = 
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s(2)， 否 则 ， 在 Ci 之 外 各 个 集团 ，。 务 取 一 点 ， 其 在 S 中 的 邻 
点 应 各 不 同 ， 且 也 不 同 于 s(x) jjs(y)， 于 是 S 里 和 将 合 有 有 +1 个 
不 同 的 点 ， 这 也 不 可 能 。 

故 知 图 G 具 下 列 性 质 ， 

《1) 阶 =m 具 可 能 报 少 的 边 数 。 

《2 ) 其 n 个 顶点 ， 分 成 8 个 集团 C1，Cs，.…，Ckh 及 一 个 有 
维 的 稳固 集 S。 

《3 ) 在 同一 集团 Ci 中 的 点 ， 其 在 S 中 的 邻 点 ， 均 相同 。 
每 个 集团 C; ， 唯 一 对 应 于 一 点 zi 。 将 此 点 加 进 Ci 也 成 一 个 
集团 。 故 G 的 稳 园 集 S， 实 际 是 从 所 分 解 的 每 个 集团 中 各 取 一 
点 所 构成 。 因 而 图 G 同 构 于 Ge。 (证 毕 》 

推理 11 .4。 设 G 是 一 个 昔 纯 加 ,yw 顶 ，m 边 ,时 CC ) 和， 


册 m9 -Dn ); 


#8 [全 了。 
且 式 中 等 号 成 立 的 充分 和 必要 条 件 是 G22Gn, k。 

证 Gn,& 共 含 k 个 集团 ， 其 中 rf 个 各 含 9 个 顶 ， -+ 个 各 
含 ? -1 个 项 ， 故 


gD 


mG a) or D4, 


C91) (nhtr) 


= (g-1) (全 a ). 
但 据 上 定理 ,Gn, RE = {G/N(G) =n, BC(G)<k}， 
且 Gn,8 具 可 能 最 少 的 边 , 所 给 的 图 G 阶 为 4, 稳 因 数 为 &， 所 以 
GEW， 但 6 不 一 定 具 可 能 最 少 的 边 ， 故 
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mG Fm(Gn,&) =(9 -1) Go- 


《证 毕 》 
推理 11,45 设 GC=《〈 训 ,五 ) 是 一 个 单纯 图 ，n 顶 ， 靖 边 ， 
2 
则 BOOP rin 


其 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 图 如 的 联接 的 分 子 图 是 同 维 的 集团 。 
证 设 8(CG) :=R， 命 
n=k(q- D+tr, (0<r<k) 
自 推理 11.4c， 可 知 


mmCG) =m>(9- D(a- 和 Eg ) 
= 


-7 
当 r= 0 ， 右 端 最 小 ， 故 在 此 时 ， 有 
2hkm 2>n(n ~ RR), 
2 
或 


此 式 取 等 号 ， 当 且 仅 当 r = 0 或 3= R91， 赴 时 图 G 的 4 个 顶 共 分 

成 个 集团 ， 各 含 9 个 项 ， 每 个 集团 含 9.C9; -1)/ 2 条 边 ， 代 

入 不 等 式 的 右 端 ， 有 

2 kg kg 
gi(q1 -Dk+RgL LE 

反之 ， 设 等 式 成 立 ， 即 


2 


= 


nn 
2m+n” 
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代入 最 初 的 不 等 式 ， 可 以 推出 r= 90， 或 + =#， 于 是 
H=RKQ-1) 或 0=R9， 
亦 即 图 G 的 顶 可 以 等 分 为 个 同 维 的 集团 。 
《证 毕 》 
推理 11.4。 设 G = XX, ) 是 一 个 单纯 和 图，# 项 ，# 边 ， 则 


B(GT ， 


等 号 成 立 的 充分 和 必要 茶 件 是 G 的 每 一 联接 的 分 子 图 是 一 个 
2 -- 集 团 或 3 一 集团 。 

证 可 以 假定 G 是 联接 的 ， 设 G 不 联接 , 而 分 成 9 个 联接 的 
分 于 图 C;，C。，.…，C,， 其 阶 分 别 为 w， 边 数 分 别 为 m;, G 的 
极 大 稳 曾 集 ， 应 是 各 个 分 于 图 极 大 稳固 集 之 合 。 


2 22 


因此 ， 本 推理 的 验证 ， 只 须 证 推理 对 联接 图 能 成 立即 足 。 
设 图 G 是 联接 的 单纯 图 ，;X1=i fiCG ) =m, 首先 自 推 
理 11.45， 有 


2 

BH (GO) oTn 
好 2n— Im 

而 min 

当 且 仅 当 
了 一 3mn +2m’2> ,0 

或 Ca-m) (rn-2m) >0, 

车 #&m 或 # 之 2m 此 式 便 成 立 ， 故 当 n 人 <m 或 n 之 2m 时 ， 昼 有 
B(G) >2 

车 等 号 成 立 ， 邮 


此 时 六 2m。 如 #==r, 则 仅 可 能 G 是 一 个 3 一 集团 (已 假定 
G 为 联结 的 )。 加 4#=2m, 则 由 于 6 是 联结 的 , 必 有 m 之 n- 1, 内 而 
G 是 一 个 本, 且 m= fr- 1, 于 是 导出 z= 2， 苑 G 是 一 个 2 一 集团 。 
《证 毕 ) 
推理 11.44 (Zarankiewiez,C1947*3) 设 G 是 一 个 4 项 的 单 
统 图 ， 且 只 极 大 次 h， 信 = [ 人] 网 A《CG ) 之 ， 若 G 不 含 & 


个 互 质 的 集团 ， 每 个 集团 具 网 维 WR， 则 更 有 BCG ) 之 h。 
证 在 图 6G 里 ， 边 数 m 满 足 条 件 


2m= Ddolx) Chans (Tl en 
A 人 ( hE ) ’ 


或 2hmen (nh), 
< 
或 Soj ss。 


据 推 理 11.42， 万 有 
A(G) > rah 
或 pb(G) >h 
如 G 不 是 直上 个 五 质 的 同 给 的 集团 组 成 , 则 由 推理 11.3, 有 
有 (CC ) DR 
《证 毕 ) 
[ 注 ] 设 o 是 4+ 1 的 维 售 数 ， 命 


据 本 推理 , 有 6CG ) > 


ankitwiees Shr le9 relations systrigtes dans 


ensenble fint Colloduium Mathy 1(1947), 10~15 
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车 不 是 + 1 的 整 倍数 ， 命 


4 [ 夺 让 ， 
所 本 推理 
BCGy >h 
综合 以 上 二 者 ， 有 有 
(6 > 
这 就 是 前 一 节 的 推理 11,35《 实际 上 这 是 一 个 特 环 关系 ) 。 


习 题 


1 ， 设 单 统 图 G= ( 其, 五 ) 的 阶 为 ， 试 汪 明 : ( { ) G 是 两 分 图 的 充 机 末 人 
是 对 G 的 每- 个 子 图 日 均 有 B( 条 ) 闪 -1X (月 》1，( 2 ) Gi 抽 分 图 的 充 
要 条 件 是 对 G 中 每 一 个 无 关 立 点 的 子 图 及 均 有 8 ( 月) a，( 及 ) 成 立 。 

2 . 如 对 图 G= ( X, 吕 ) 中 性 一 边 eE 开 鸭 有 af G-e)<o(G)， 则 称 图 
G 为 一 临界 能 。 试 证 明 : 《 1 ) 联结 的 «一 入 界 图 中 无 所 点 。 ( 2 ) 如 G 为 联结 
的 图 , 则 = 全 (1 B+1). 

3 .在 单 统 图 G 一 《不 , 已 ) 中 ， 如 只 点 xE 儿 具有 尾 质 :9 (Gx)<a()， 
出 点 x 称 为 一 临界 的 点 。 试 证 点 % 是 G 愉 a 一 痢 界 的 点 ， 当 且 仅 当 x 必 于 全 的 某 个 
极 小 经 集 T。 

4 ， 试 证明， 对 任意 图 G 但 有 ,a ( C ) Bo ( G )， 凡 及 90(G)=B(G)。 

5 、 试 求 使 4。(  ) 一 Bo( G ) 的 部 妆 条 件 ， 

6 ， 试 证 明 ， 对 任意 色 G 有 af G ) 守 G 中 各 点 的 检 小 次 数 

7 ， 试 证 明 ， 和 如 是 商 分 图 ， 风 其 边 数 消 是 | 1 二 a(G) .8(G), 仅 
在 G 是 完全 卫 分 图 时 才能 取 等 号 

8 .四 G 的 顶点 x 被 称 为 是 自由 的 ， E 少 遍 于 一 个 极 大 稳 周 集 
了 于 所 有 的 极 痰 稳固 集 。 设 $ 是 一 个 极 大 稳重 集 ， 滤 证 明 : 
在 一 个 关于 5 的 交错 序列 0 二 (a1,，81. 
5ES~o, 出 有 ; Pe Cb) mtal ia “a9 } = 

日 ， 设 G= (基尼 ) 为 单 组 图， gr { Cl，Cs，Ca， C4} 为 其 顶 点 


但 不 属 
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集 站 的 一 个 直 分 ， 昌 每 个 Gc, 岁 是 一 个 华 扩 ， 令 8 ( 上 @) mi 1 名 上 ,为 把 X 刘 分 
为 集团 的 最 小 洒 能 的 集团 数 ， 试 证 明 ; 六 (一 ) ==8 (GG)。 且 如 果 5 有 一 个 稳固 
集 。% 为 一 个 划分 为 集团 的 划分 使 得 | 5 | ~ | | ， 则 5 其 极 大 稳固 集 , 蚌 家 小 
划分 。 

9， 利用 Turan 定 凶 证明 ， 具 # 个 基点 ， 移 因数 为 的 图 中 所 具有 的 极 小 边 


2 


Lik 9 
数 等 于 王 【- 


io 
(Las Vergnss) 

1 设 G 一 (从 , 瑟 ) 为 联结 的 ， 玉 为 一 个 极 大 并 刚 集 ， 但 不 是 完美 的 。 令 关 1 
表示 由 某 个 不 馅 和 点 经 过 一 个 候 长 的 交错 外 ( 但 不 能 经 任 倍 奇 长 的 交错 链 } 可 达 
的 顶点 集合 ， 开 ?表示 申 某 个 不 饱和 点 经 过 一 符 长 的 交错 链 { 但 不 能 经 任何 但 长 的 
交错 链 ) 可 达 的 顶点 集合 。 试 证 明 : 如 果 XIUXa 一 站 ， 则 1 足 图 G 的 极 大 稳固 
集 、 (Berxe 1957) 


12， 斌 证明， 如果 图 G 肉 # 点 ，m 边 县 w>>《 全) ， 时 G 由 含有 一 个 三 和 角 


形 ,又 证 明 ， 夯 应 一 个 脐 的 图 其 (二) 条 边 ， 但 不 全 三 

13， 设 图 G 是 单纯 的 。 斌 证 明 G 和 存在 一 个 稳 因 入 使得 G 扒 短 个 顶点 均 是 
一 条 以 S 中 的 点 为 终点 的 长 刘 不 大 于 2 的 链 的 起 点 。《 Lovesz，chvatal ) 

1 如 果 图 G 一 《 尼 , 已 ) 由 任 一 边 e 均 有 性 质 ，B《( G~e) > ( G2, 则 称 
G 为 8 一 临界 的 ， 试 证明 :联结 的 8 一 枯 界 国 无 也 

13， 设 图 G 是 8 一 交界 的 ，8《 G ) 一 &， 斌 证明， 对 每 个 点 > 均 存 在 一 个 稳 
固 集 5 具有 性 质 ，| 8S， | 一 1， 且 SxU x} 为 一 个 极 六 稳 司 集 ， 称 集合 S* 
为 x 的 单元 ( eelf ) 。 

15， 试 征明， 如 果 G 是 无 立 点 的 一 交加 村， 则 G 不 全 临界 顶 点, 即 这 禅 的 
点 aa (Gx < 有 ( GY 但 其 六 不 座 . 讨论 下 列 各 图 ，( 1 ) C7: 长 为 1 的 
无 吾 的 加 的 补 图 ，( 2 ) Cs， 尖 扩充 - 点 s 且 使 > 与 Cs 中 所 和 有 点 艾 有 边 相连 而 得 
到 的 图 ， 

17、 试 证 明 ， 在 一 个 8 一 及 办 辐 中 ， 丙 个 项 点 与 b 有 一 个 公共 的 单元 ,， 当 上 且 


仅 当 它们 想 令 。 


与 ‘bx ) 雹 位 所 一 个 公共 的 ， 奇 长 的 天 弦 的 初级 图 内 ， 
20.， 试 证 明 : 在 联结 的 8 一 痢 界 关卡 ， 任 一 个 集团 均 不 可 能 是 一 个 点 断 集 。 
21， 尖 证 腿 : 联结 的 p 一 光 界 图 或 着 是 一 个 集团 ， 或 者 各 有 一 个 无 纺 的 长 
度 == 5 的 奇 恩 。 
22、 斌 证 胸 ， 东 一 个 元 亚 立 点 的 一 痢 得 图 中 ,每 个 稳 回 集 5 埠 满足 
lre(s) =15S1. 
?3. 试 主 明 ， 如 果 在 2 一 联 的 图 G 呈 有 8 ( G ) 二 k ( G ) , 则 6 中 含 吾 一 图 。 
24， 试 证明，Peterson 图 的 补 图 是 有 一 临界 的 。 


297 


第 十 二 章 图 的 着 色 


所 谓 一 个 图 的 着 色 ， 分 以 下 三 种 情况 ， 

(1 ) 将 图 的 边 ， 染 以 颜色 ， 使 相 售 的 边 不 同色 。 

(2 ) 将 图 的 顶 染 以 颜色 ， 使 相 邻 的 顶 不 同色 。 

《8 ) 设 G 是 平面 图 ， 则 图 G 有 很 多 面 , 将 图 的 而 染 以 颜色 ， 
使 相 邻 的 曾 不 同色 。 

在 第 ( 1) 种 情况 ， 所 用 到 的 极 少 颜色 数 ， 称 为 图 G 的 着 色 
指数 记 作 9 ( G ) 。 在 第 (2 ) 种 情况 所 用 到 的 极 少 颜色 数 ， 称 
为 图 G 的 色 数 ， 记 作 y( G 》 。 第 (3 ) 种 情况 ， 实 际 上 就 是 平常 
的 地 理 图 ， 由 于 图 G 是 平 夯 的 ， 故 图 G 有 一 对 应 的 偶 图 G*%， 将 
平面 图 G 的 面 染 色 ， 实 际 上 就 是 将 偶 图 G* 的 项 染色 。 大 家 知 
道 ， 这 里 有 一 个 著名 的 猜想 ， 就 是 所 凋 “ 四 色 猿 想 ? ， 即 可 以 
用 四 种 颜色 ， 涂 染 一 个 平面 图 的 面 使 相 邻 的 面 均 不 同色 。 这 个 
狂想 最 近 已 用 计算 机 予以 验证 ， 俱 在 理论 上 ， 还 没有 人 加 以 证 
明 。 以 下 假定 这 个 猜想 业已 验证 ， 即 假定 平 曾 图 是 可 一 4 一 塞 
着 色 的 。 


(一 ) 边 的 着 色 


$1 着 色 指 数 


本 章 将 首先 研究 第 一 类 问题 , 即 研究 图 G 的 着 色 指数 q(G)。 
这 里 有 两 个 主要 问题 ， 一 个 是 已 给 图 如 何 确定 它 的 着 色 指数 
g《G)，, 一 个 是 图 G 的 着 色 指 数 g(G) 有 些 什么 主要 性 质 。 

由 于 有 求 相 邻 的 边 均 不 同色 , 故 每 一 种 颜色 所 涂 染 的 边 集 ， 
应 是 一 个 并 列 集 。 当 图 G 的 着 色 指 数 是 9( G ) 时 ， 即 图 G 的 边 
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集 E， 可 以 划分 成 z( G ) 个 并 列 集 巨 ,， 玉 ,，…， 思 。, 每 个 并 
列 集 懈 ;里 的 边 梁 以 一 种 颜色 , 则 图 C 的 每 一 边 均 将 染 上 颜色 , 且 
相 邻 的 边 均 不 同色 。 
设 用 & 种 不 同 的 颜色 来 涂 染 图 G 的 边 合 相 邻 边 均 不 同色 ,多 
名 人 称 为 可 & 一 边 一 着 色 ， 显 见 R2>g(C ) 。 又 着 图 G 的 极 大 次 
是 4， 最 见 90《G ) 之 了， 否则 在 有 具 极 大 次 的 那个 点 上 的 边 将 有 
同色 者 。 
以 下 研究 几 个 特殊 图 的 着 色 指数 。 
设 开 ,是 一 个 nr 阶 的 完全 图 , 关于 天 "的 着 色 指数 9《 天 。) ， 
有 下 
定理 12.1 单纯 的 完全 图形,， 其 着 色 指 数 是 
证 ”1 。 当 w= 个 数 ， 记 天 ,的 9 个 项 为 Ye， xi，xa， 9 
xm 则 
EX5X1 ,XaXi ld 9 [Xs Xia), es 
Xnatly Xn/2] 
等 边 将 杞 成 氏 " 的 一 个 完美 并 列 集 ， 作 轮换 [xi，xa…， xz 
共 得 8 一 1 个 互 质 的 完美 并 列 集 El,， Es.…， ,1， 共 含 


二 mm 《ar 1) 条 边 。 每 个 完美 并 列 集 ， 闪 以 一 种 颜色 ,每 条 边 


得 一 种 颜色 ， 且 相 邻 边 各 不 同色 。 

当 n= 奇数 ， 可 另 取 一 点 zx。， 加 进 原 图 天 *， 记 其 顶 为 Yo， 
xy 2%ay …， xn 得 一 新 的 完全 图 天 *+ 4， 此 时 #+1 蚌 一 个 偶 
数 ， 据 上 段 结果 ， 原 图 玉 * 的 边 ， 分 属 "个 互 质 的 并 列 集 , EE， 
忆 :。，…， 五 r， 每 个 并 列 集 的 边 染 以 一 种 颜色 ， 天 * 的 近 便 均 已 
梁 色 ， 且 相 邻 的 边 互 不 同色 。 

(证 毕 ) 
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大 ,的 最 高 次 是 人 = 
- 1， 定理 12.1 可 以 用 最 
高 次 I 来 表达 如 下 ， 

推理 12,1， 设 长 的 

最 高 次 是 客 ， 则 其 状 色 指 
图 12.1 数 

Ka) 《3 和 

关于 两 分 图 ， 有 六 

定理 12,2 多 重 的 两 分 图 ,G = (X,Y ;EB), 其 最 高 次 为 了， 
则 g(G)= A 。 

证 尽 可 能 将 他 里 的 点 和 Y 里 的 点 联 边 , 设 IX!<|1Y| 
= 4' ,在 在 里 增加 4 - | 瑟 | 个 新 点 ， 自 这 些 新 点 到 了 里 的 每 一 
点 联 边 ， 得 新 的 两 分 图 G'《 当然 ， 根 据 实际 情况 也 可 以 同样 在 
了 里 增加 新 点 ) : 

(1)G! 是 A! 正规 的 。 

{2 )G/ 包含 C 作 为 一 个 部 份子 图 。 
由 于 G/ 是 人 一 正规 的 , 故 G 有 <1' 个 1 一 因子 中 ,这 些 1 一 因子 ， 
都 是 G' 的 一 个 并 列 集 ， 且 每 个 1 一 天子， 其 中 所 舍 的 原 图 忆 的 
边 ， 独 成 G 的 一 个 并 列 集 ， 但 在 G， 其 最 高 次 为 4， 故 由 C/ 在 
G 里 所 导出 的 并 询 集 共 有 J 个 , 命 其 为 忆 ,， 忆 ,，,…, 瑟 a， 将 这 
些 并 询 集 的 边 ,名 染 以 一 种 颜色 , 便 得 G 的 一 个 了-- 边 一 着 色 ， 
亦 即 qlG)= 4 


《证 毕 ) 
以 上 只 是 研究 了 一 些 特殊 图 ( 完全 国 与 两 分 四 ) 的 症 色 指 
数 ， 设 已 给 一 个 多 重 图 G， 无 环 ， 其 着 色 指 数 将 是 什么 ? 以 下 


国 取出 过 集 { 【5 21， 了 fi 二 1，2，w… 0 上, 使 得 G 的 一 个 1 一 因子 。 
再 取出 边 集 xy iit 2 2， 《mod 人 dl ) } 世 是 一 个 1 一 办 
子 ， 继 续 这 样 敏 ， 可 以 求 得 /7' 个 1 一 因 习 、 
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将 对 这 个 问题 进行 研究 。 
定理 12.3 (Yizing,[1964@)]) 设 人 是 一 个 无 环 的 多 重 图 ， 
具 mm 条 边 ， 极 大 次 是 h，t 是 极 大 并 列 集 的 维 ， 则 


AG) > markh, 人 了 》， 


证 设 图 G 的 边 是 g 一 边 一 着 色 的 ， 设 a1，az，…，0? 是 
这 4 种 颜色 ， 设 涂 染 这 些 颜 色 的 边 集 ， 分 别 是 习 :， 殖 2，…， 
吾 ;， 则 因 ] 吾 sb 故 
m=|E+|E,l + +|E:|<at, 


故 9 之 m/i 因而 o> 


叉 原 有 9(G ) 守 h， 故 定理 成 江 。 
《证 毕 》 
定理 12.4 《〈 不 着 色 引 理 ) 设 @ 是 一 个 无 环 的 多 重 足 ， 其 
gq《G) =g+1， 设 除 一 边 [oe， 站 ,未 染色 以 外 ， 已 用 《种 颜 
色 Cai，as，-…， 01) 涂 染 了 G 的 边 。 又 用 Cx 表示， 在 顶 * 
上 涂 染 各 边 所 用 颜色 的 集合 ， 则 
‘CUC,|=g, CofC :ido (Ca) td (68) -2-9， 
‘CsCl=g- do (Bb) +1, Cr,~Cs|=g-de(a)+1e 
证 在 已 用 的 g 种 颜色 中 ， 没 有 一 种 可 在 C, 与 C, 中 ， 均 不 
出 现 ， 否 则 边 Ca， 杂 , 便 可 浴 以 这 种 颜色 ， 因 而 gq (G) = g， 
这 和 原 设 矛 质 ， 于 是 有 
ge=lc.Ucl=iconcl+rilc -cl+rlc -C1, 
acte)-1=1c.1-icnclrlc -Cl 
de(p)-i=ilcl=-icenci+ilc -Cl 


{DY .G.Vizing, On an Estimate ob the Chromatic class vf a pg—grapi 
CRussian ) Diskret Analiz.3,1964, 25~30. 
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由 议 上 三 式 ， 解 出 1C,nC 1 1C: -Cl IC -C1, 便 得 
欲 证 。 《证 华 ) 

定理 12.5 设 图 G 是 一 个 形 如 团 [x 1，%2，…，Xn，%1] 
的 图 ， 但 其 相 部 点 之 亲 ， 可 能 含 宙 多 条 边 ， 若 G 的 边 数 是 m， 
极 灾 次 是 i， 列 


而 当 # 是 偶数 ， 
24(G)= max《 h, [2 】 》3n 是 奇数 。 


证 当 " 是 偶数 ， 帆 C 是 一 个 漆 分 图 ， 据 定理 12.2， 便 有 
g(G) =h, 


固 12.2 


当 #= 奇数 ， 设 ”= 38+ 1， 由 于 C 是 这 样 的 较 ;Exix: 4+ 
xi] 其 极 大 并 列 集 的 维 是 = p， 故 据 定理 12 ,3 有 
a Omer( hE mah (2, 
和 欲 证 上 式 中 的 等 号 成 立 ， 往 证 
acGy mzr{ iC }. 
以 下 用 对 mm 的 归纳 法 。 
首先 ， 设 m= 2&+ 1，《 即 设 在 相 邻 点 之 间 ， 不 再 有 其 他 的 
边 ，G 是 一 个 奇 图 》 则 最 大 次 = 2， 且 
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[本 人 


但 在 此 时 ， 确 有 gqg《G) -3， 5 


0G) Cmax h [ 的 了 了 》。 
设 m>28+ 1， 设 定理 对 于 一 切 这 样 的 图 ， 其 边 数 少子 mm 的 
均 成 立 ， 往 证 定理 对 于 边 数 等 于 th 的 图 也 成 立 。 
1。 自 G 去 掉 某 一 边 【able 使 4,6 二 点 仍 相 邻 ( 因 m>> 
2k+1， 这 总 是 可 能 的 ) 得 图 G'，G’ 仍 是 G 的 形式 ， 其 边 数 


=<m, 最 高 次 < 和] < ,于 
仍 是 G 的 形式 ， 而 m <m， 据 归纳 假设 ， 定 理 对 于 G/ 能 成 立 ， 


故 
40G' ) = max{ hi’, [了 本》 
jos 


故 可 用 4g= max《 加 加] 》 各 颜色 , 涂 染 G/ 的 边 使 相信 
边 各 不 同色 。 命 C= oj，as，…，oa ) 为 此 9 种 颜 色 所 成 的 
集合 ， 又 当 4 EC， 命 Ea 为 染 以 颜色 a 的 各 边 所 威 的 集合 , 句 上 
下 再， 用 一 种 新 的 颜色 ， 洲 染 边 [26s， 央 G 的 各 边 ， 便 已 可 
用 g+ 1 种 颜色 来 洲 染 ， 使 相 邻 边 不 同色 ， 由 此 ， 可 知 a(G) < 
4+1， 以 下 往 证 9 (G ) =g+1 将 导 至 矛盾 , 因而 g ( G 》-g， 
于 是 定理 得 证 。 

2 ， 设 9 《G ) = 9+ 1 入 证 ， 将 出 现 矛 大 。 

首先 ， 在 C 里 总 有 -种 〔 至少) 颜色 ?， 其 1Bv|<P， 理 区 


-1 = BIEl>hayas LE < 
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这 和 4> [ - 妈 ] 不 盾 。 


其 次 ， 在 上 引 理 中 ， 已 证 明 在 C, UC, 中 各 种 颜色， 均 应 
出 现 ， 故 上 面 所 取 的 颜色 7?， 攻 在 C。 内 , 或 在 C, 内， 或 在 C ;站 
Ci 内 ， 即 PEC。 一 C， (或 ?PEC--C。) 或 ?EC,nC4。 前 两 
种 情况 是 同类 型 的 ， 故 此 时 只 须 进一步 研究 两 种 情况 ， 
情况 1 YECs 一 C。 即 ?>EC,, yE&C,, 
但 [Cs~Cs1= 9g-do(0) +12h -da(b) +131 
故 在 点 G 上 必 有 边 染 以 颜色 c，a 失 7?{ 因 颜色 ?在 点 c 不 出 现 ) 。 
命 G(a,y ) 表示 a 色 的 边 与 7 色 的 边 所 构成 的 G 的 部 份 图 , 其 过 
点 8 的 联接 分 子 出 ， 应 是 一 个 初级 链 ， 取 6 为 一 个 端点 ( 因 吕 
冬 C ,) ,这 个 链 不 可 能 含 顶 es， 否则 这 个 链 将 有 24 条 边 丁 染 以 颜 
色 » 的 边 将 有 k 条 ,这 与 1E,| <k 巴 盾 。 在 这 条 链 上 ,将 颜色 a 与 y 
互 换 ， 图 的 其 他 边 的 颜色 不 变 , 这 仍 是 一 种 一边 一 着 色 方 法 ， 
但 在 此 时 ，7 芒 C。，Y 区 Css 故 可 将 边 [a, 5]。 染 以 颜色 ?,C 成 为 
、 G 的 一 组 边 着 色 , 但 |1C| 
= 4， 这 是 矛盾 。 
情况 2 yEC.NC,， 
自 定理 12.4 可 知 有 颜色 
国 12.8 a€C,-C BEC, -Co 
Hyxa, Bo 
命 G(B,p ) 是 图 G 中 6 色 的 边 与 ? 色 的 边 构 成 的 部 份 图 ,其 
含 顶 e 的 联接 分 子 图 是 一 条 链 &gy [6，x3 若 无 y 色 的 边 联接 o， 忆 
二 点 , 则 此 链 不 过 点 8， 车 有 ?人 色 的 边 联接 a 与 5, 则 此 和 链 也 过 5。 
在 此 二 种 情况 链 均 自 ?7 起头， 将 颜色 ?与 68 互 换 ， 区 G 其 他 边 的 
颜色 不 变 ， 得 另 一 着 色 方 法 ， 仍 用 颜色 组 C， 且 | 三,jsR 仍 成 
立 ， 但 在 此 时 ，? 仅 在 5 点 出 现 ， 不 复 在 点 a 出 现 ， 即 ?EC - 
Ca ， 情 况 2 万 变 为 情况 1 ， 上 面 已 证 明 这 种 情况 是 不 能 成 立 
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的 ， 故 9g( G ) =g+ 1 不 能 成 立 ， 于 是 


gq(G) Ca mar{h [二 】 }. 
《证 毕 ) 

定理 12.6 设 G 是 一 个 无 环 的 多 重 图 , 命 [z,p]: 是 其 一 边 ， 
G' -GG-[a,b]s, 设 G' 可 gq-- 边 一 着 色 ,9 之 del0) ,9 之 de(b)， 
且 设 xETe, (0) 3de, (Xx) +mer (a, %) Sq, 
见 图 G 可 9 一边 一 着 色 ， 

证 设 图 G 不 能 9 一 边 着 色 ， 显 见 9 (CC =4+ 1， 因 加 
可 9 一 边 一 着 色 ， 增 加 一 种 新 颜色 ， 以 涂 染 边 [a,5]。 即 图。 以 
下 往 证 这 将 导致 矛盾 。 

1, 设 C ,表示 项 x*ET6' (a ) 上 的 颜色 组 ， 按 定理 假设 ， 
有 iIC-C.|=g -de (x)>me! (a,x)., 
故 可 将 边 组 me'( a4，x ) 向 颜色 组 C 作 一 对 应 9 《Ce ) ,使 、 

(iDe, = {a,%), >9 (ee; ) KC., 

(iiyes = Ca, ei = CaNii,kEIIe,) 二 9Cei)o 

2. 在 C。 内 定义 不 同 的 颜色 序列 yo。，y1，Y:，… 如 次 

命 P EC 一 Cs， 由 于 [Cs 一 Cs,1=g -del6)+1 之 1, 这 样 
的 y, 是 存在 的 ， 命 ev = La,*121 是 染 以 颜色 ) ,的 边 、 


> 命 1=9g(el), 显 

i 人 见 y 1 二 yo， 因 Pi 和 Cx 而 
Ni A 7。ECx1, 但 x1EC, 否 则 

~ 大 击 于 ?所 Ca，? 人 Cx ly 
OO , 可 将 [a,x171， 政 染 7 1 

ne 人 边 Ca,5). 染 以 Po,G 便 可 

Caan 9 一 边 一 着 色 。 
设 染 色 ?: 的 边 是 e: 
四 = Co, xys]s， 并 命 ?2 = 
图 12.4 


9g(ez), 苦 P*=?1 或 7 上 
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序列 终止 。 否 则 考察 染 以 颜色 y, 的 边 e: = [xi]， 命 ys = 
2 (es ) ，… 如 此 类 推 。 

在 一 般 情况 ， 设 已 找 出 边 e: = [cx :, 若 >*= 9(e1) 属 于 
序列 {posy 1 spe-1}》， 序列 终止 ,车 ys 守 Yo P11， 
则 ?EC 和 否则， 由 于 ?5 区 Co》 = 9(es) 称 Cx;， 可 将 点 a 上 
各 边 改 染 颜色 如 次 ， 

5a，Yt 改 染 颜色 rr 
[ae，xxs-ii-1 改 染 颜 色 ri- 


Cao,b。 改 桨 颜色 7， 

妇 便 可 9 一边 一 着 色 ， 这 是 矛盾 。 

轩 图 是 有 限 的， 此 过 程 必 在 一 边 e; = Ca，*7， 
上 终止 且 使 有 9 (er) = jh 

考虑 由 不 同 的 边 组 成 的 序列 ， 

[ayp]u， [gx [exXa]a …:， Ca 
其 中 顶点 8，x:，%x。，、…，%; 不 一 定 全 不 相同 ,但 由 (i) 知 ， 
%i 守 Xi， 因为 e1 党 ei; 而且 9 (Cayx1]s)= 9([a, x;);)。 

3, 命 BEC,-C,( 据 定理 12,4 这 样 的 B 是 存在 的 ), 作 图 G 
《Byr 7 


tab。 2 


(本 


国 ss 


ae 
一 


图 12.5 
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孝 忠 这 个 图 含 点 的 那个 联接 的 部 份 图 ， 这 个 图 是 一 个 B 与 
?1 相间 的 链 , 且 因 BC。,a 是 一 个 端点 , 记 此 链 为 1 miKgyz]oxa 
与 x/ 二 点 ,最 多 只 有 一 点 能 在 此 链 上 ,《 因 YP; 信 Cxj， ?i 多 Cx ) 
车 有 一 点 在 链 上 ， 则 这 点 将 是 一 个 端点 。 

现 分 四 种 情况 来 进行 研究 ， 

情况 1 y 所 ?az 所 %iy 好 见 Xi 志 Ap8Yi (4a,z )， 在 此 链 
上 可 将 颜色 ? ;与 B 交 换 ， 而 使 ?, 筷 C。，Y ;多 Cx,， 于 是 便 可 将 
Lox ,2 ,或 染 yj，[evxic1D;-i 改 染 yji1， fa， wi1j]1 改 
染 7: 于 是 [a,6)。 便 可 染 以 颜色 »。, 因 而 图 G 便 可 9 一 边 一 着 
色 , 这 是 矛盾 。 

情况 3 Vi 二 Po， z=%; 此 时 x 你 Hp rj Cao， 台 在 此 链 上 ， 
可 将 颜色 B 与 7 ;交换 ,使 Pj; 蕊 C, 又 原 有 ? ;多 CX, 故 可 将 Cay, 
发 染 颜色 pi; ,Casx4-1] iwi 改 染 颜 色 yict，…Cayx 441 焉 
染 颜 色 y,,; ,Lax , 改 染 颜色 B, [a,x, 1) -1 改 染 颜色 p,- 1， 
[gsX 1 1 政 染 P1， 而 [a,bJo 沫 以 ?7。， 于 是 图 G 便 可 9 一 边 一 
着 色 ， 这 是 矛盾 。 

情况 3 yi;=Po，zZ 竺 5b， 此 时 5b 式 Laro 5o,z]，, 在 此 情况 ， 可 
沿 链 kero[o,z]， 交 换 颜 色 有 与 ?。 而 边 [a,D]。 使 可 染 以 颜色 ?>o 
这 是 矛盾 。 

情况 4 ?i=?o，2=5， 沿 链 Hern [ab 交换 颜色 B 与 ?oy 
于 是 便 可 将 Ca，x4]: 染 以 颜色 po。，Ca，xi-12:-! 染 内 pio 
[ae,x 门 染 克 ?5， 而 Ca,5], 桨 以 B， 这 也 是 矛盾 。 

根据 以 上 研究 ，g( G ) = 4g + 1 不 能 成 立 ， 故 G 可 9 一 这 一 
黄色 。 

(证 毕 》 
推理 12.6。 设 G=《 沪 ,EE ) 是 一 个 无 环 的 多 重 图 ， 并 设 


dx) =de Cx) + max mo (#29 ) 


则 gCG) Cmax di (Cx) 
ee 
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证 设 G' 是 G 的 一 个 部 份 图 ， 其 
gl(G! ) Sa=may ds (%), 
且 具 尽 可 能 多 的 边 数 ， 设 G = CG， 刚 推理 已 证 ， 设 G' >G， 
则 在 G- 一 G' 中 至 少将 有 一 边 Ca,b],， 命 G/= GC/ +ta,6， 
对 每 --xE 瑟 ， 襄 有 
dor (2) t+me Ca x) CA (x) Sq, 
de’ (x) do Cu) Cd x) Cy 


据 定理 12.6G" 可 4 一 边 一 善 色 ， 即 4 《 G* ) 委 9， 但 如 " 比 C“ 多 


一 边 ， 这 和 原 设 G' 具 尽 可 能 多 的 边 相 藉 盾 。 
《证 毕 ) 


推理 f2.65 《Vizing 定 理 [19643) 设 G 是 一 个 无 环 的 多 重 
图 。 其 重复 度 是 
max melx, yy) = pb, 
极 大 次 是 hk， 则 
gC(G) Eh+tp, 
证 d*(x)=do(x) + maxme (x,y ) ht p, 


故 maxdi (x ) Sh+p, 
据 推 理 12.6o 乃 有 


* 
g (GCG) Emaxde (x) Eh+pe 


， 例 图 12.5, 其 p= 4,h=7， 
六 + 产 = 11。 该 图 的 每 两 边 都 相 邻 ， 
故 其 9(C)= 8+3+4=10<il。 
推理 12.5。 设 G 是 一 个 单纯 
轩 ”图 ， 其 极 大 次 是 #， 则 
hg (GCEh+t 1 
图 12.6 
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证 图 G 是 单纯 图 ， 故 其 重复 次 是 1， 极 大 次 是 hp， 所 推 
理 12.65 有 


9(G Eh+1, 
但 (CC) DR 
故 heq(G) Eh+1, 


推理 12.64 设 G 是 一 个 无 环 的 多 重 图 ,其 极 痰 次 是 庆 = 3 ， 
则 9g(G)= 8 或 4。 

证 设 G 含 有 两 点 x 与 y, 其 melx,y》= 8, 则 由 于 及 =3， 
GG 内 不 能 再 有 边 过 * 或 y, 这 将 是 G 的 一 个 隔 开 的 联接 的 分 子 图 ， 
其 边 可 用 8 种 颜色 加 以 涂 染 。 

设 在 图 G 中 对 任 二 点 * 与 y?， 尼 有 mc 《 x,y ) 攻 2 ,在 所 有 
me《 yy) = 2 处 去 掉 一 边 ,得 单纯 图 G', 据 推理 12.6; ,gq(G') 志 
4 ,在 G6 一 G' 中， 每 一 边 最 多 接触 三 种 颜色 ， 放 可 用 第 四 种 磊 
色 来 洲 染 该 边 ， 故 9( G ) 最 大 是 4。 

《证 毕 ) 

定理 12.7 《O 〇 .Ore,51968J@ ) 设 G 是 一 个 无 环 的 多 重 
图 ， 其 极 大 次 是 8， 则 


gCG) Sman{h, max [ 3-(do Cx) 


x1 x2. 3) 


trae Cxs) tadoC xs) )])Y 


其 中 括号 内 的 极 大 ， 是 对 一 切 长 度 为 3 的 初级 链 [x;，x，， xs] 
而 取 的 。 

证 设 图 6G 的 边 数 是 m， 可 以 验证 定理 对 于 m= 1，2，3 是 
成 立 的 ， 因 此 ， 可 考虑 用 对 和 的 归纳 法 来 证 本 定理 。 设 定理 
对 二 一 切 边 数 小 于 和 的 图 均 成 立 ， 往 证 定理 对 子 具 阅 条 边 的 


DO Ore: the four--Color Problem, Academis Press 
New york 1968 
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图 也 成 立 。 
命 


gmax {fh mar 上 1 [人 


ax 


+dcc) ) ]} 


自 G 任 去 一 边 [a,5)。 得 图 G',G' 现 有 m - 1 条 边 ,对 于 图 G， 
据 归 纳 假设 ， 定 理 是 成 立 的 ， 故 


9 (G’) =g = max{ h’, max [一 . 


(ria ~ 2 


“(do GD rade x rde’ x0) )]Y, 


但 9 之 9 ， 由 于 G/ 仅 比 G 少 一 边 ，G' 既 可 9 一 边 一 闭 色 ， 
当然 也 可 9 一边 一 着 色 、 放 GH 可 9 + 1 一 边 一 着 色 。 若 4 (GG ) 
=9+i， 往 证 将 导致 矛盾 。 

1。 因 9 之 j， 故 据 边 未 着 色 的 引 理 ， 有 

ICs -Cl=g-de(b) + 12h -de(b) +1>0, 
IC -CI>0。 

设 ccEC.-C， 
BEC,-C。, 县 边 [a， 
a1 是 染 以 颜色 a 的 。 

2。 往 证 

CC -c.。 

作 部 份 图 CCa,B) 
〈 即 在 G' =C-Co， by 
中 ， 涂 以 颜色 ac，B 诸 边 图 12.7 
所 构成 的 部 份 图 ) ， 此 部 份 图 包含 顶 c 的 联接 分 子 图 ， 不 能 是 
孤立 点 ， 也 不 能 是 一 个 偶 圈 〈 否则 颜色 8 将 属于 C。-C，》， 
只 能 是 一 条 自 a 出 发 的 链 ， 这 条 链 必 会 顶 点 5， 咨 则 在 这 条 链 
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上 ， 对 换 颜 色 a 与 6， 颜 色 x 可 自 顶 点 上 移 去 ， 于 是 边 Ca,t。 
便 可 染 以 颜色 c， 这 和 9(《G) =9+1 巴 后， 但 自 o 出 发 的 链 
过 ac:， 故 BEC: ， 即 Co DC, -Co 
3。 入 证 Co DC -Co。 
设 Col 加 C。 -Ci， 则 将 有 颜色 xc/ ECo -Cb 而 a’ 入 Ce。 
命 [a,4:] 是 一 边 染 以 颜色 a’ 的 ， 如 第 二 步 所 论 ，G Ca’，8 ) 
会 o 点 的 联结 分 子 图 是 一 个 以 a8、5 为 端点 的 链 ， 因 而 Gla’,B ) 
含 oi 点 的 联结 分 子 图 是 以 91 点 为 端点 的 链 ， 怖 如 链 Pal，2] 
《 见 图 12,7 ) ， 它 既 不 食 点 a， 又 不 会 点 8。 又 显然 有 7 午 01， 
因为 BECss a’ 区 Col。 在 kLas,，z] 上 可 交换 a 与 B, 于 
是 Ca,61] 可 改 染 颜色 B， 因 而 Ca,6]。 可 改 染 颜色 a， 这 也 和 和 
9(G) =g+1 基 盾 ， 故 Co 守 C。~ Cs。 
4， 出 2 与 3 乃 有 
CaD(Ce-C) UC -Ce )， 
得 由 于 (CCC) NC-C.)=, 
故 dela) = 1Co|31CoCel+ic CC 
qds(b)+ 1 ta-doela)+ 1 
=29+2- dc(a) -de(b)。 


1 
于 是 q+1<- (dea +dolo) +detb) ), 


或 g< [delad +doko) tdedb) ), 
这 和 g 的 定义 相 矛 盾 ， 故 9 ( G ) -= & + 1 不 能 成 立 ， 于 是 


9(G) -gq 
《证 毕 》 
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推理 12.7，〈S an1on[1949]9 ) 设 G 是 一 个 无 环 的 多 重 
图 ， 极 大 次 为 x， 刚 


3 
aG)<[ SS ]， 
证 据 定 再 12.7,g(G)< max 《hmax -- [see 


tdetx) +delxs) ] 》 


1 3 
得 [ae crop+rdecotdcto 号 


而 
= >h 
~ -3h 
故 Ce5O<[ J 


‘证 毕 ) 
读 属 可 注意 ， 本 推理 的 上 良 ， 对 任 给 的 h 均 可 达到 。 见 下 


鲍 ， 作 三 角形 gc，6、c、 俩 在 9、5 之 问 共 有 [ 条 边 ， 


在 co、 与 j、c 之 问 ， 共 有 [ 了] 条 边 。 


DC. E, Shannon, A theorem on coloring the lines of a network, 了 于. 


Ra， His 28 C1949), 148~151 
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32 图 的 分 类 


据 推理 12.6-， 当 已 给 图 G 单 纯 ， 无 环 , 点 的 最 高 次 是 4， 
则 G 的 着 色 指数 9 (CC ) 是 4 和 9 (G) 委 4 +1。 
我 们 在 8 1 里 已 见 到 有 些 图 ， 其 着 色 指数 是 
9(G)=4, 
也 有 些 图 ， 其 着 色 指 数 是 
qg(G)Y -A+1, 
前 一 类 图 称 为 是 第 一 型 的 ， 后 一 类 网 称 为 是 第 二 型 的 ， 一 个 图 
究 况 要 满足 什么 条 件 ， 才 是 第 一 型 或 第 二 型 的 ， 这 个 问题 并 没 
有 有 解决。 譬如 偶 图 是 第 一 亚 的 , 奇 图 则 是 第 二 型 的 , 柏 特 森 图 是 
第 二 型 的 ,但 所 谓 广 义 的 柏 特 森 艾 @ 则 都 是 第 一 型 的 , 可 参看 : 
FCastagna and G。DPrins，Every gcneralized Pet- 
ersen graph has a tait coloring pacific ]。Math 。 
A0 C1972 ) 53—58 
了 此， 有 下 简单 的 
定理 12.8 设 图 C ,单纯 ,无 环 ,n 个 也 ,m 条 边 , 极 大 次 是 作 ， 
图 所 谓 广义 的 柏 特 森 图 ， 含 一 个 外 厦 共 n 个 幅 点 ， 又 含 一 个 内 图 ， 其 上 共有 
个 点 ， 月 这些 点 到 相应 的 加 点 联 边 ， 并 日 内 园 寺 每 一 点 到 相应 的 第 二 个 幅 点 的 对 
应 点 联 边 ， 特 广义 柏 特 楚 图 P(n, 2 ) 
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Se 了 了， 出国 G 只 第 二 弄 的 


证 这 个 定理 所 列 的 条 件 只 充分 而 不 必要 。 
设 会 ; 的 < 种 颜色 可 以 涂 染 G 的 边 ， 使 相信 边 不 
同色 ， 则 G 的 过 可 分 成 < 个 组 ， 每 纽 染 以 一 种 颜 色 ， 每 组 最 多 


只 能 包含 -人 ] 条 边 ， 否 刚 ， 其 中 必 有 相 邻 的 ， 于 站 G 最 多 


只 能 包含 < 人 - 呈 -条 边 ， 这 和 假设 也 大 


《证 毕 > 
例如 民 。 其 n= 5 = 2r+1, 故 
m= Ci (2r+1) (2r)A2=r (2r+1) =27:+r, 


图 12.9 


又 如 机 特 森 图 也 是 第 I 型 的 。 
推理 12.8。 设 G 是 一 个 奇 阶 的 正规 图 ， 则 GG 是 第 二 型 的 。 
证 取 n= 24+1, 各 顶 上 的 次 数 =&， 则 

m= ken/2=heA+ /2, 


a 
当 4 之 2 ， 有 m>A ( 玉 - ]， 扬 定理 12.8 乃 有 本 推理 。 
《证 毕 》 
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下 面 举 两 个 不 满足 推理 条 件 的 第 开 型 的 图 : 


{二 ) 


加 12.10 


这 两 个 图 的 着 色 指 数 9〈《G ) 都 是 3 = 了 , 但 读者 须 注意 
这 两 个 例 不 能 据 以 为 推理 的 条 件 ， 也 是 必 机 的 。 
推理 12.8。 设 末 是 一 个 次 阶 的 正规 图 ,最 高 次 是 了 ,而 图 从 


乃 自 正 任意 去 淖 不 多 -于 -1 条 过 所 得 的 图 。 则 G 是 第 二 型 的 。 
证 。 设 及 的 阶 是 4= 24+ 1。G 的 边 数 是 rm 出 
mA (24+1)/2— (4 -1) 


2 4 1 
>AAT -人 12 和 + 1。 


香 2 二 了 -44 区 mr>4 [全 ]。 
据 定理 12.8 知 G 是 第 二 型 的 。 


(证 音 ? 
推理 12.8。 设 如 是 一 个 但 阶 的 正规 图 ，G 是 任 一 图 ， 为 
在 末 的 一 边 上 加 进 一 贷 所 得 的 图 ， 唱 6 是 第 二 型 的 。 


证 设 阶 #= 24, 图 厂 & 次 正规 ， 故 玉 共 有 h" -= h .4 条 
边 ， 在 刀 的 任 一 边 上 加 进 一 顶 ， 所 得 图 G， 其 边 数 是 
m=ki+14 于 是 
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op 了 ] =。 
据 定理 12.8， 乃 有 本 推理 。 (证 昌 ) 
P。Erdis 与 R,J。Wilson 书证 ， 几 乎 所 有 有 的 图 都 是 第 
一 型 的 ， 设 取 吕 (4 ) 为 一 个 图 是 第 一 型 的 概率 , 则 当 4 之 co 时 ， 
有 P (nn) 六 1。 在 不 超过 6 阶 的 143 个 联接 图 宁 ， 仅 有 下 面 8 
个 是 第 二 型 的 。 


入 总 它 窑 
全 己 信 份 


司 12.11 

这 里 的 (e)，(q),(c) 分 别 属于 上 述 三 个 推理 的 三 种 类 型 。 

最 后 ， 下 二 类 图 将 于 以 陈述 ， 如 读者 有 兴趣 ,可 参看 原文 。 

一 、 麦 类 迪 斯 图 类 ， 设 4>2，m 是 与 %/3 最 接近 的 整数 ， 
麦 类 迪 斯 取 柏 特 森 图 定义 下 类 型 的 疼 ， 在 柏 特 森 图 中 ， 将 每 一 
顶 代 以 Ks,w-1， 然 后 将 其 联接 起 来 。 

考 类 迪 斯 已 证 ， 这 类 图 G ,是 "一 联 ?次 正规 的 ， 但 不 是 险 
密 尔 顿 型 的 ， 且 当 m 是 偶数 时 ，G ,是 第 一 型 的 , 当 靖 是 寄 数 时 
G。 是 第 二 型 的 ， 参 看 : 

G.H.J.Meredith:， Regular nrvalent，n-connected 


non-Hamiltonian non-n~edge colorabe graphs, 
TJ, combinatoriel theory 14, (1973) 55 一 60。 
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网 12.12 


第 二 型 的 三 次 正规 图 是 很 少见 的 ， 直 到 1975 年 ， 人 们 仅 知 

有 四 个 这 祥 的 贸 。 柏 特 森 图 是 第 一 个 ，Blawusa 制 作 的 18 点 

坪 是 第 二 个 ，Szekers 制 作 的 50 点 图 是 第 三 个 ，Tutte 制作 的 

210 点 图 是 第 四 个 ， 易 搬 克 斯 论述 了 两 个 这 类 图 的 无 穷 叙 列 ， 
第 一 个 叙 列 包含 上 述 的 四 个 图 ， 读 者 如 有 兴趣 ， 可 参看 : 

R,. Issacs: Infinite families of nontrival trivelent 

graphs which are not Tait colorable。 
Amer, math, monthly 82 (C1975) 
221-~239, 
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$3 边 临 界 图 @ 


已 给 图 G ,联接 无 环 , 极 大 次 是 了 , 色 指 标 9 (G) = 人 +1， 
在 图 G 中 ， 任 去 一 边 ， 色 指标 9(G) 便 降 为 J, 这样 的 图 ， 定 
义 为 4 +1 一 临界 的 ， 临 界 图 有 以 下 重要 特性 。 

性 质 1 人 一 临界 图 不 能 含 断 点 。 

证 自 一 点 作 极 大 区 二 色 交 错 链 ， 在 链 上 交换 所 用 到 的 二 
色 ( 这 种 交换 ， 不 改变 边 着 色 的 正规 性 。 所 谓 边 闭 色 的 正规 竹 
即 边 着 色 之 后 ， 任 二 相 邻 边 均 不 同色 ) ， 若 图 的 着 色 指 数 9(G) 
=m，d《(%*) 芒 m (x 是 图 上 任 一 点 ) 则 可 用 上 述 方法 ， 使 在 
点 % 上 的 边 任 总 染 以 fp 种 郑 色 中 某 些 颜色 。 

设 性 质 了 不 感 立 ， 即 m +1 一 临界 图 避 有 断 点 x, 在 G 中 去掉 
点 x*， 图 G 将 分 成 有 限 个 联接 的 分 子 图 及 ;Ci = 1，2,…,&)( 其 中 
包含 点 x)， 由 于 G 的 临界 性 ， 对 每 … 厅 ;, 均 有 gq(H;)<<A， 用 
媳 种 颜色 染 末 ;的 边 ， 且 使 在 点 x 上 的 边 各 不 同色 ,这 样 , 图 @ 
便 已 用 J 种 额 色 ， 正 规 地 加 以 涂 染 ,于 是 gC(G) = 人 I， 这 是 
矛盾 。 《证 毕 》 

性 质 工 设 G 是 了 4+1 一 临界 的 ，a,6 是 G 中 任 二 相 邻 点 ， 则 
dela) + doe(b) A +2, 

证 自 G 除 去 边 [a,5, 由 于 G 的 临界 性 , 命 G' = GCa,b6) 
则 9(C7) 科 4， 在 图 C' 中 ， 应 有 5 (a) 人 8 《5b) =$@, 否 则 ， 
便 可 在 I 种 颜色 中 ， 有 色 涂 染 边 [a,5]， 因 而 9(G) =A， 这 
党 矛 圭 , 于 是 dc (a) -1+de (6b) -12>， 

故 de (9) tde (b) DA +2。 


“证 毕 ) 


O、 本 节 内 容 ， 都 是 Vizing 的 科 厂 成 果 ， 见 ; V ,GVizing: the chromatie 
class of a muitiglaph. Cylerneties 1. no.3 (1965) 32—4]. 
轩 8(z) 类 示 ， 当 图 G 巴 闭 色 后 ， 丰 点 x 上 不 存在 的 颜色 所 成 的 集合 。 
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性 质 三 设 图 G 是 4 了 +1 一 临界 的 ， 则 每 一 项 至 少 和 两 个 极 
大 次 顶 相 邻 。 

证 ” 设 定理 不 成 立 ， 在 临界 图 G 中 ， 和 任 取 顶 4， 在 与 4 相 邻 
药 顶 中 ， 次 数 为 4 的 顶 少 于 两 个 ， 再 设 8 是 o 的 邻 点 中 次 数 最 大 
的 项 ， 于 是 其 他 的 邻 点 ， 次 数 沟 不 超过 J - 1， 除 去 边 [a,6]， 
由 于 G 的 4f + 1 一 临界 性 ，G' - G- [ab 可 4 一 边 一 着 色 ， 且 
Pae(a)， dde(b), ADPq6rCx》 +mor (0G,%), 
《其 中 x*ETe' (a) ) ， 据 定理 12.6 G 可 一边 一 着 色 ， 即 
9(G) = 4 人 ， 这 是 矛盾 。 

《证 毕 ) 

在 本 节 所 引 的 V.G。Vizing， 还 有 关于 多 重 图 G 边 着 色 的 
其 他 性 质 和 一 些 猜想 ， 读 者 如 有 兴趣 ， 可 参看 原文 。 这 里 就 不 
多 加 论述 了 。 


(二 ) 点 的 着 色 
81 图 的 色 数 


任 给 单纯 图 G=《〈 邢 ,已 ) ， 用 报 少 种 颜 色 ， 来 涂 染 图 C 
的 项 ， 使 相 邻 的 顶 不 同色 ， 这 个 最 少 的 颜色 种 数 ， 称 为 图 G 的 
着色 数 或 简称 色 数 ， 记 为 ?( G ) ， 因 为 最 主要 的 要 求 是 相 邻 
顶 不 同色 ， 故 总 可 假定 图 G 是 单纯 的 ， 若 >《G ) <h， 则 8 种 
颜色 总 可 用 来 涂 染 图 的 顶点 ,满足 要求， 这 时 便 称 图 G 是 可 
一 & 一 着 色 的 ， 所 谓 可 & 一 着 色 ， 实 际 上 是 将 图 G 的 顶 分 成 4 个 
互 质 且 互 不 相 邻 的 稳固 集 (S1,，S,，…，5S& ) ,每 一 稳固 集 里 
揭 预 ， 染 以 一 种 颜色 ， 每 二 相 邻 顶 便 都 没有 同色 的 ， 很 明显 ， 
偶 贺 可 一 2 一 着 色 ， 奇 加 则 可 一 3 一 着 色 ，+ 的 t+ 个 顶 ,两 
两 都 相 邻 ， 故 KK 是 可 一 n 一 着 色 的 。 

便 如 在 一 个 学 校 里 ， 学 期 结束 ， 朗 举行 考试 ， 每 个 学 生 必 
须 参 加 其 所 学 习 每 个 课程 的 考试 ， 设 邢 表 示 课 程 集合 ,YE 元 是 
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某 一 课程 , (x)CY 是 学 习 课 程 x 的 学 生 集合 , 作 图 G = 《站 , 吾 ) 
若 T x ) [Ty 守信， 便 联 边 [x, y] ， 池 表示 四 2 两 个 
课程 ， 不 能 排 在 同一 时 间 内 举行 考试 ， 于 是 图 G 的 顶点 的 每 一 
着 色 方法 ， 便 代表 一 种 考试 表 的 编排 方法 ， 训 求 最 少 次 的 考试 
时 间 的 编排 使 变 为 求 G 的 着 色 数 y ( G ) 。 

已 给 单纯 图 G =〈 XX ， 巨 )， 如 何 去 确 定 着 色 数 y ( G 》， 
又 ?《G ) 具有 一 些 什么 特性 ， 这 些 是 本 段 所 要 研究 的 问题 。 

一 种 比较 有 效 的 求 一 个 图 的 色 数 的 方法 ， 吓 继续 采用 凝 缩 
与 联接 的 方法 ， 将 一 个 图 连续 变形 ， 最 后 变 成 一 个 集团 ， 若 最 
后 所 得 的 最 小 的 集团 是 & 一 集团 ， 原 图 的 ( G ) 便 是 &。 所 谓 
联 边 与 凝 馆 ， 即 选 原 图 的 两 个 非 铭 点 联 边 ， 再 将 这 边 凝 缩 成 一 
点 ， 保 留 两 个 端点 上 原先 所 有 的 联 边 ， 继 续 这 样 做 ， 原 图 的 阶 
便 逐 渐变 小 ， 且 原 图 逐渐 变 成 一 个 集团 ， 现 道 过 下 例 ， 说 明 这 
个 方法 。 


例 在 图 12,13 中 ， 已 给 图 (一) ， 先 联 非 邻 点 ad 与 a6， 

得 (二 )， 自 (二 ) 将 c 与 4 合并 成 一 点 ,保留 这 两 点 原先 的 所 

有 联 边 ， 得 (三 )》， 自 《三 ) 再 将 非 邻 点 bp，e 联 边 ， 合并 得 

( 四 》， 这 个 岁 是 一 个 3 一 集团 天。， 其 着 色 数 是 8， 故 原 图 

(一 ) 的 色 数 是 8， 图 ( 四) 可 按 上 面 让 反 的 敌 法 , 逐步 还 

原 成 ( 一 ) ,保留 各 顶 的 染色 ， 便 得 原 图 的 色 数 = 3 ， 在 原 图 
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:一 ) 中 ，o，d 一 顶 非 叙 ， 故 可 同色 ， 同 样 ，5，o 二 虚 可 同 

色 ，c 染 以 第 三 种 颜色 ， 这 个 方法 ， 叫 做 凝 缩 与 联接 的 原 则 。 

。 下 面 再 来 讲 一 种 方法 ， 思 租 分 

片 原则 。 假 使 已 给 的 图 G， 其 中 包 

含 晰 集 4， 则 在 图 G 中 ， 除 去 断 集 

-4， 便 司 得 着 干 个 联接 的 分 子 图 ， 

每 个 分 于 图 ， 与 断 集 联合 ， 是 一 个 

联接 的 部 份子 图 ， 称 为 原 图 的 片 ， 

od 8 譬如 下 图 12.14()， 可 分 成 三 片 ， 

将 每 片 着 色 ， 内 须 断 集 4 的 着 色 ， 

在 各 片 都 相同 ， 然 后 将 各 片 合并 ， 
便 得 原 图 的 一 个 着 色 , 这 种 方法 ， 叫 做 分 片 原则 。 


图 12.13 《四 ) 


图 12 14 


以 下 来 研究 色 数 p( G ) 的 某 些 性 质 。 
:定理 12.9 ” 设 G 是 一 个 a 阶 的 单纯 图 ,B 是 其 稳固 数 ，? 是 其 
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色 数 ， 则 
1B'y2n, 
B+y<n+ 1 。 
证 设 将 图 @ 的 顶 关 以 ?种 颜色 cl，as，…， o， 每 种 颤 
色 名 所 染 的 顶 成 一 稳固 集 Si. 但 15i| 才 8 对 i= 工 , 2 ,…，? 均 成 
立 ， 故 


n= 之 18 <2p。 
i 


又 车 5S 是 图 G 的 极 大 稳 因 集 ，|S1 = 8， 工 一 5 中 各 顶 各 染 
以 一 种 颜色 ， 与 8 中 各 顶 的 颜色 不 同 《S 中 各 项 是 染 以 同一 
种 户 色 的 ) ， 于 是 
?CCG) 委 (Ca-p)+1， 
或 B+y&nt TI。 
(证 毕 》 
定理 12.10 (Geddum，Nordhaus C1960] ) 设 亿 是 图 G 
的 补 图 ， 则 四 
?CCG)+?>CG ) En+t 1。 
证 所 谓 图 G 的 补 图 忆 是 G = (XX，.B2(X)- 瑟 )， 亦 
即 作出 以 耻 诸 顶 为 顶 的 完全 图 扩 n， 自 Kn 中 除去 G 的 边 ， 便 
得 G。 
首先 ， 定 理 对 于 n= 1,? 能 成 立 。 
当 w=-1, 7(G)=1, ry(G)=1, 


故 (GI HG)=3<1+1i。 
当 9=2，?(G)=-22?0c)=-12(G)+?CG)》 
=3<2+l。 
或 ?(G)=12>(G)=2=?(G)+Y(G) 
= 3<2+1。 


以 下 用 归纳 法 证 定理 对 于 n> 2 均 成 立 。 
设 x 是 图 中 任 一 下 ， 去掉 x。， 得 子 图 Gx-{xw}《 往 记 
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为 G。) ， 显 见 
C1) (GEY(Go) +1, 
(2) pCG)EV(G) +1, 
车 在 ( 1 ) 与 ( 2 ) 中 等 号 均 成 立 ， 刚 
dc(xo)ZPyco)， 
dz(xr)2Pp(0Go)。 
于 是 
PG) + Go) de (ro) da) 
=n— 1。 
襄 yy(CG) +y(G) En-1+9g=n+1。 
车 在 C1 ) 与 (3 ) 中 ， 有 一 个 等 号 不 成 次， 出 
pCGI IPGI EV (GI) dpCG + ie 
据 归 纳 假设 ?(G ) +y(Go) Sn-1+1=n, 
故 PCG) +P(G) Cn+ 1o 
读者 可 注意 ， 本 定理 的 上 限 ， 是 可 能 最 好 的 ， 即 可 能 有 图 
G， 使 PCG)+p (GD =n+1。 作 一 个 类 型 的 n 阶 的 图 T Cn,p) 
使 在 其 内 ， 包 含 一 个 p 顶 的 稳 国 集 S,， 与 一 个 含 C(n- p+1) 
个 顶 的 集团 ， 且 KK,-,+1 们 S,1= 1， 当 p= 1, 显 见 G = 下。 
此 时 CG) = pC(G)=1, 散 7 CG) +7(G)=H+1。 
例 取 w= 7，p= 3， 作 图 如 下 ， 


(~) (二) 
图 12.15 


图 13.15 《一 ) 会 一 个 稳固 集 5, 和 一 个 5 一 集团 天 yi 
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(二 者 有 一 个 公共 价 ) ， 其 G 为 图 12.15 的 (二 ), 显 见 
vr(G)=5, y(G)=3, 
?CIG)J+pG)=5+8=-8=-7+1o。 

于 此 ， 再 作 另 一 个 类 型 的 图 了 :《m 3)， 其 构造 为 次 ; 

《1 ) 作 一 个 圈 Cs 无 芒 ， 其 长 为 5。 

《 2 ) 作 一 个 稳 画 集 5p ， 其 bp<m- 5。 

《 3 ) 作 一 个 区，， s， 使 Ce 的 每 个 项 ， 邻 于 氏 。，，+s 的 每 


个 顶 ，C: 的 每 个 顶 ， 都 不 邻 于 5 ,的 项， 而且 使 这 三 个 点 集 彼 
此 无 公共 点 。 


故 


， 
sd 
、 


《一 )G 


图 12.16 

在 图 12.16， 知 
PCG)=n-p-5+3=n-p-2, 
y(G)=p+3, 


故 ?CCG)+y(G)=n-p-2+(Cp+3)》=8+IT。 


定理 12.10 中 所 给 的 上 界 ,在 7 :型 与 了 :型 的 图 ,都 能 达到 ， 
开 ,J ,Finck 于 1966* 更 进一步 证 明了 只 有 这 两 个 类 型 的 图 ， 其 


Finck, H.Y., Uber die chromatischen Zahien eines Graphen und sin~ 
ea Komplements. I SE ,wiss,Z.T.H.lImenau.12( 1966 ) 243 改 251 
384 


色 数 之 和 能 达到 上 界 ， 如 下 图 12.17 


{-)G (二 )G 
图 12.17 
其 pC(G)=8, py(G)-2. 
故 YC(G) +p(G)Y=8+2=5<n+t1, 
因 在 本 例 ，*= 5, n+ 1=6。 
， 定 理 12.11 设 单纯 图 G = ( 环 ,E)， 具 ss 个 顶 ，m 条 边 ， 则 
yp(G) PR/ nn: -2m), 
证 设 ?CG》=g， 并 设 S,，S;,，.…，Sg 是 分 别 染 成 颜 
色 a:，a:，…，%a 的 点 集 ， 则 图 G 的 相 邻 矩 阵 便 可 守成 下 形 ， 


命 15i| =m， NN ,表示 算 阵 里 元 素 1 的 个 数 ，Ne , , 表示 
矩阵 里 元 素 0 的 个 数 ， 显 见 
Weio= 2m, 
二 


ma 5 


但 矩阵 中 元 过 的 总 数 是 


m=NorNowp2mtn/g,, 


或 Cn 2m) "gn. 
故 g=7(G) DA2AC8 — 2m), 
《证 毕 ) 
读者 可 注意 ， 欲 定理 中 的 不 等 式 取 等 号 ， 须 
Niw=n:/ge 


y (CCEA 
第 一 ， 必 须 n?i + 十 … 二 3 = 


邯 须 《Cn 9 16) 与 《1，1，… 1 ) 成 比例 ， 
Hi 二 2 = "= hg 

第 二 ， 在 矩阵 中 , 启 块 Si x Si 以 外 各 处 的 元 素 均 应 为 1， 

综合 此 二 者 ， 力 知 所 给 的 图 ,必须 是 4 个 间 维 的 稳固 集 所 构成 ， 

且 在 不 同 的 稳固 集 时 的 点 均 相 邻 下面 的 图 12.18 便 是 这 样 一 


个 图 < 


6 & 
(一 )6 C2) 
图 12.18 
全 36 
其 中 ?4C)=2P -I -I 2 
6 36 -3 
YOGI 3> 1 2 
且 7yfG)+?0G)=-2+8=-5<n+lo 
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8$2 临界 图 


任 给 一 个 疼 G、 设 于是 G 的 任 一 子 图 ， 信 有 
rH)<y(G), 
则 图 G 称 为 是 临界 的 。 若 ?CG ) = R， 而 CG 又 是 临界 的 ， 出 C 
称 & 一 临界 图 。 攻 ,是 4 一 -临界 的 ， 个 图 12.19 也 是 4 一 临界 
的 ， 这 个 图 时 向 格 罗 尔 施 图 。 

很 明显 ， 临 界 图 必须 
是 联接 的 ， 设 图 断 成 两 个 
联接 的 部 分 子 图 与 G。， 
设 ?(C 7 >?CG)， 
， 最 见 原 图 G=G1UG,， 
其 (GG) =yp(G1), 在 
C: 中 任意 去 掉 若 千 点 * 得 
子 图 及 ,将 仍 有 YC(H) 
=y(G) =7(G), 

定理 i2.12 设 图 如 
是 有 一 临界 的 ， 岗 SR 一 
1 ， 其 中 6 是 图 顶点 的 
最 低 次 。 

证 设 dem =6， 作 图 可 =G-5， 由 于 G 的 临界 人 性， 五 将 
是 & 一 工 一 着 色 的 ， 邯 在 五 中 ， 可 将 其 顶 虑 分 划 戌 & 一 上 个 稳固 
系 1S，S:，…，St-1 }， 设 这 些 稳固 集 是 分 别 染 以 颜色 
ai， ci，…， Ctrl1 的 ， 著 52PR- 1 不 威 立 , 则 6< 有 -1, 9 将 与 
少 于 -~ 1 个 顶 相 分 ， 故 ov 至 少将 和 Si 中 茶 个 稳固 集 Sx 中 的 点 
都 不 相仿 ， 将 v 染 以 Sa 的 总 色 ,十 是 图 G 便 可 (& - 1 ) 一 闭 色 ， 
这 是 矛盾 。 《证 华 》 

定理 12.13 每 个 可 有 一 着 色 的 图 ， 至 少 有 天 个 项 ， 其 次 数 
至 少 是 R- 1 。 


图 12.19 
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证 已 给 图 G， 可 k 一 着 色 。 可 逐渐 合法 G 的 项 , 总 可 最 后 
得 一 & 一 临界 的 子 图 厅 ， 由 于 末 是 可 一 6 一 着 色 的 ， 故 电 至 少 
应 有 8 个 预 ， 故 原 图 也 至 少 有 个 项 ， 在 互 里 ， 据 上 定理 有 
55 之 ~ T， 即 在 子 图 如 里 ， 每 个 顶点 ， 其 次 数 至 少 是 &- 1， 
故 在 原 图 9 里 ， 有 # 个 顶点 其 次 数 也 至 少 是 &- 1 。 


《证 毕 》 
推理 12,13， 设 图 6 的 极 大 次 是 4， 风 
Pr(G}EAT1., 
证 设 "(G) = 有 ， 据 上 定理 ， 有 
LTP6PR- 1， 
或 hEA+1, 
《证 毕 》 


在 本 部 分 的 $1 里 ， 讲 分 片 著 色 时 , 曾 假 定 图 CG 有 汤 集 4， 
着 图 G 是 临界 的 ， 则 情况 有 所 不 同 。 

定理 12.14 在 一 个 临界 图 里 ， 没 有 上 断 集 是 一 个 集团 。 

证 设 G 是 4 一 临界 的 ， 有 断 集 是 G4 = K4 像 先前 一 样 , 将 
G 分 片 ,由 于 G 临 异 ， 每 个 片 最 多 可 一 Ck- 1 ) 一 着 色 ， 但 染 
G4 的 顶 须 4 各 颜色， 在 各 个 片 中 染色 时 4 的 点 均 可 用 同样 的 4 
种 颜色 ， 因 而 整个 图 G， 便 可 一 (&- 1 ) 一 着 色 ， 这 是 矛盾 。 

《证 毕 ) 

由 这 个 定理 ， 知 临界 图 不 能 有 断 点 ， 设 有 一 个 断 点 Xe， 珊 
Xo 是 一 个 1， 这 和 定理 12.14 希 盾 ， 若 原 图 有 二 断 点 ， 这 二 点 
便 不 能 相 邻 ， 否 则 此 二 相信 点 均 成 一 个 K,， 成 为 原 图 的 一 个 
浙 集 ， 囚 图 便 不 可 能 是 临界 的 ， 于 此 有 下 

定理 12.15 《Dirac [1953J@ ) 设 图 G 是 一 临界 的 ， 有 
一 个 2 顶 的 断 集 {U， 广 } ,U 与 不 相信 岗 


© GA,Dirac: The structure of k 一 chromatic graphs Find. Math. 40 
{ 1953 ) 42 一 55 
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G=eruUc， 
其 中 G1 与 G6: 是 G 的 二 片 ， 朋 G1 的 每 一 种 (&- 1 )-- 着 色 ， 
均 使 了 ， 地 同色 而 Cxz 的 每 一 种 8- 1 ) 一 着 色 , 均 使 U， 
有 异 色 。 


C-) (二 ) 【三 》 


12.20 


证 由 于 原 图 ( 一 ) 是 & 一 临界 的 ， 断 点 将 原 图 截断 ， 所 
分 出 的 两 片 应 均 是 可 (~ 1) 一 着 色 的 , 若 丙 片 的 (6-1)-- 着 
色 ,使 U 与 有 相 辣 的 着 色 方法 ， 风 将 二 片 在 U， 六 二 点 处 合 
并 ， 得 原 图 ， 原 图 便 可 Ch- 1 ) -着 色 ,这 是 矛盾 。 故 将 原 图 
在 U ， 了 -点 分 威 二 片 ， 将 此 二 片 (R- 1 ) -着色 时 ， 在 二 
片 中 如， 二 项 ， 必 不 可 能 有 相同 的 着 色 方法 ， 故 在 一 个 上 
上 二 顶 芝 ， 总 同色 ， 而 在 另 一 片上 ，L7，z 二 顶 总 异 色 。 
(证 种 》 
设 G 是 一 个 一 临界 图 ， 有 一 个 2 顶 的 斯 集 { UV) , 则 
净 图 G 自 断 集 { UV} 截断 成 二 片 G14Gs， 设 对 G, 作 
Ch-1) 一 着 色 ，U 与 总 同色 ,对 Gs 作 Ck&- 工 ) 着 色 ， 避 
与 天 总 异 色 ， 则 G; 称 为 是 第 一 型 的 ，G。 称 为 是 第 二 型 的 。 因 
此 ， 不 可 能 同一 个 (&- 1 ) 一 着 色 , 同 时 净 G; 与 Gs 着 色 ， 
否则 G 将 是 Ch-- 1 ) 一 着 色 的 。 但 GiUGs 是 G 的 一 个 子 图 ， 
G 是 一 临界 的 ， 才 G -G4UG。, 命 了 1*Gi+CU,] ,可 以 
证 明太 ,将 是 -临界 的 ， 在 末 ,里 任 去 一 边 ， 往 证 其 所 作 图 
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是 可 一 (8&-1) 着 色 的 。 设 e- CU, 天 ,这 是 很 虽然 的 , 设 e 
是 其 他 任 一 边 ，C 一 是 (~ 1 ) 一 着 色 的 ， 由 于 人 ,是 其 一 个 
部 份子 图 ， 将 这 个 着 色 ， 加 之 于 C:， 由 于 G, 是 第 二 型 的 ， 
局 ，7 二 点 必 异 色 ， 将 这 个 着 色 方法 ， 限 制 在 G: 上 ， 将 得 于 i， 
一 【U, 了 ] 的 一 个 着 色 方法 ， 故 G; + [LU， 天 ] 是 8 一 临界 的 。 
闻 理 可 证 GCU, 信 ] 也 是 p 一 临界 的 ( 其 中 Gs*CU ,表示 自 
:将 UU， 术 合并 成 一 点 所 得 的 图 ) 。 由 以 上 所 论 ， 易 得 ; 
推理 12.15。 设 C 是 & 一 临界 的 ， 有 一 个 两 点 的 断 集 { U， 
入 } ， 则 
ad)+d(F)D38 -5。 
证 设 将 G 自 { UY } 截断 成 一 片 Ci, 与 G: 分 别 是 第 一 
型 与 第 二 型 的 , 命 囊 := G4,+ CU,WI, 太 ,= G;* [U,VI， 由 于 
鼠 ,与 本 :都 是 R 一 临界 的 ， 故 
du (4) tdat (Vv) 2h- 2, 
age (WwW) Sh- 1 
其 中 是 将 U，v，。 肇 缩 成 一 点 之 后 的 点 。 
赃 C: 可 自 刀 :去 掉 边 【Vz] 得 来 ， 故 
de1(#) +der (v) 2k 4, 


由 上 第 二 式 ， 有 
des (4) +dos (v) DR- 1, 
将 此 二 式 合 并 ， 态 有 
do (1u) tdo (v) Dk- 5。 {证 毕 ) 


在 边 着 色 里 ， 我 们 曾经 讲 过 Vizing 定 理 ， 把 图 C 的 着 色 指 
数 和 图 的 景 高 次 联系 起 来 ， 在 图 论 研究 上 ， 起 了 很 重要 的 作 
用 。 关 于 点 着 色 ， 同 祥 有 下 面 的 重要 定理 ， 

定理 12,16 (Brooks [1941]@ ) 设 C 是 一 个 单纯 的 联接 


@ R.L,Brooks: On coloring The nodes of a network, proc. cambridge 
Philos.Soc.37 ( 1941 ), 194-—197 
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图 ， 且 若 C 既 不 是 奇 圈 ， 也 不 是 一 个 完全 图 ， 则 
?5 ) 委 2。 
其 中 ( G ) 是 G 的 色 数 ，Lf 是 G 的 顶点 的 最 高 次 。 
证 很 明显 ,一 个 单纯 联接 图 ， 假 使 是 一 个 奇 团 ， 则 其 最 
高 次 是 2， 其 着 色 数 是 3 , 故 >(G)= 8 = 2 +1。 设 图 G 是 
一 个 顶 或 2 个 顶 的 完全 图 ， 其 着 色 数 分 别 是 1 与 8， 改 >(G ) 
=L+ 1 ,一 个 n 阶 的 完全 图 Kn ,其 上 任 二 项 都 相 邻 ,其 着 色 数 
VC《G) =n, 但 其 景 高 次 I=n- 1 放 在 Kn， 有 7(G) 
=<+1。 
除 以 上 几 种 情况 外 ,任何 一 个 图 ， 设 其 最 高 次 是 A ， 则 这 
个 图 总 可 一 着 色 ， 即 总 可 用 人 I 种 颜色 涂 染 图 的 项 ， 使 没有 二 
邻 点 同色 。 . 
不 妨 假 设 图 C 是 & 一 临界 的 。 若 >(G) = 1， 图 6G 只 能 是 
若干 个 孤立 点 的 组 合 ， 若 G 又 是 临界 的 ，C 只 能 包含 一 顶 ， 即 
“G6G=K,。 苗 G 是 2 一 临界 的 ， 首 先 由 于 7(G) = 2，G 是 一 
个 偶 半 ， 或 是 若干 条 不 相 邻 边 的 组 合 ， 由 于 偶 团 不 临界 ， 故 
G= 天 2。 若 (CC) = 3 ， 则 G 是 一 个 奇峰 ， 或 是 攻 ,( 到 ,实际 
上 也 是 一 个 奇 图 ) 。 因 此 ， 若 @ 是 & 一 临 办 的， 可 假定 RZP 4 ， 
首先 ， 设 G 联 接 , 但 有 2 一 断 集 {u,v } ， 据 上 上 节 推 理 ， 有 
de (wu) tde (v) kh- 5 
但 6&2>4>3&- 5 之 28- 1， 放 若 图 G 的 顶 的 最 高 次 是 了 ， 则 
2A2de (uu) +de(v) 2R- 1， 
此 式 左 端 是 一 偶数 ， 右 端 是 一 奇数 ， 故 此 式 成 立 ， 必 须 
A PR, 
即 ?(G ) =R<L1。 
这 式 说 明 对 于 有 2 一 汤 集 { 4，v } 的 联接 图 ，Brooks 定 理 是 
成 立 的 。 
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设 图 G 单 纯 联接 ， 又 无 2 -- 断 集 {#w，v } ， 出 于 贸 旺 联接 
的 ， 在 G 中 任 取 二 不 相 邻 的 点 8，ww， 自 #4 到 中 总 有 和 链 相 联 。 且 
在 4 与 w 之 闻 ， 有 点 v， 使 Ww，vw 痢 是 图 的 边 ， 耐 uw 不 是 图 的 
这， 因 对 任意 三 顶 w，v，w， 当 uv，vw 是 图 的 边 ， 总 可 导致 
uw 也 是 图 的 边 ， 则 图 的 每 二 顶 将 有 联 边 , 而 原 图 将 是 一 个 完全 
图 ， 这 也 与 假设 矛盾 。 故 在 一 个 单纯 联接 图 G 里 ， 无 2 一 断 集 
{u，v } ， 义 不 是 完全 图 时 ， 图 中 必 将 有 三 项 4,v, ww， 满足 
条 件 ，wu，vw 都 是 图 的 边 ， 面 tw 不 是 图 的 边 。 设 已 给 的 这 样 
的 图 是 一 临界 的 ， 其 之 4 ， 则 n 记 4， 豆 站 局 里 可 选 出 三 
点 4，v，w， 使 满足 上 述 页 求 ， 将 图 的 x 个 项 编排 顺序 ， 使 4 
为 01， 风 为 ys，v 为 v。,， 其 他 各 项 按 序 编排 ， 鸽 v， 至 少 与 其 后 
一 点 v1 (72>i ) 相 邻 ， 现 取 A 种 颜色 c，ca:，…，czuy 由 于 5 
与 ps 不 相 邻 ， 故 可 将 号 二 项 染 以 同一 圳 颜色 ， 然 后 顺 次 用 亡 余 
的 I - 工种 颜色 来 涂 染 其 他 各 顶 ， 当 染 到 第 ; 顶 ", 时 ,在 该 点 之 
前 ， 最 多 有 Lf 一 上 个 顶 与 之 机 邻 ， 故 在 4 种 颜色 中 至 多 已 用 去 
媳 - 1 种 ， 故 总 尚 有 一 种 颜色 来 染 "; ， 最 后 到 o, = "。， 与 9 相 邻 
的 ， 最 多 有 -1 - 2& 个 项 ， 异 于 pi，a:， 故 在 "之 前 ,在 4 种 颜色 
中 最 多 用- 1 种 颜色 ( 因 J 1 与": 是 辣 色 的 ) 已 用 过 ， 故 至 少 
将 有 一 种 颜色 ,可 以 用 来 涂 染 # ( =v，) , 故 一 个 图 G， 单纯 ，8 
一 联 ( 没 有 2 一 断 集 {u， 5 } 
又 不 是 尺 ,， 其 最 高 次 为 ,总 


可 一 J 一 着 色 ， 故 “ 加 汪汪 罗 
py(G) “hEAe A 
这 就 是 Brooks 定 理 ， 7 , 


见 图 12,21。 了 ~ 
《证 毕 ) 人 
加 3;2.21 
由 于 Brooks 定 理 ,已 给 任何 阁 G, 若 有 2 一 断 集 { #4.0 } ， 
可 用 分 片 原 则 来 考虑 图 的 车 色 狐 ， 若 图 是 单纯 3 一 联 的 ， 可 检 
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查 求 出 其 最 高 次 4， 若 G 是 单 图 ， 则 7?〔(C ) = 3， 若 G 是 KK， 
?(G ) =#, 否则 图 G 的 着 色 数 r( G ) 所 了 A。 在 两 分 图 上 ,由 于 
其 着 色 数 是 2 ,而 了 可 任意 加 大 ， 在 这 种 情况 py ( G 专攻 对 于 
7《G ) 的 确定 ， 帮 助 是 不 大 的 。 


83 着 色 多 项 式 


已 给 图 G =《 ,五 ) ， 以 上 研究 了 己 的 着 色 数 y(G) ,但 
另 一 个 问题 ， 也 是 值得 研究 的 ， 设 已 知 图 G 可 一 着 色 , 那么 ， 
有 多 少 种 方法 ， 使 其 项 & 一 着 色 呢 ? 这 就 是 ， 已 给 ng 个 顶 {x1， 
xi X14} 及 种 颜色 的 集合 { 1，2，…，k}， 要 求 作对 
应 六: 

FUX) =A xER, JE Tl, 2 ER}, 
使 [x,y] EE, f(x) f(y), 

壁 如 一 个 三 角形 ， 共 3 个 顶 { x,，x*:，x; |， 这 个 图 是 可 
3 一 着 色 的 ， 设 涂 染 的 三 种 颜色 是 { 红 , 绿 , 黑 】， 将 x :，x:， 
xs 的 每 种 排列 ， 排 在 3 种 颜色 之 下 ， 每 一 种 排列 是 一 种 着 色 方 
法 ， 于 此 共有 31 = 3*2.1=6 种 着 色 方 法 来 使 三 角形 的 三 个 顶 
染 成 红 、 绿 、 黑 三 种 颜色 。 又 如 有 xn 个 互 不 相 邻 的 点 ， 将 其 染 以 
& 种 店 色 ,那么 着 色 的 方法 便 有 种。 又 一 个 4 院 的 完全 图 KK ， 
设 有 A 种 颜色 ， 可 将 其 顶 着 色 ， 将 图 的 顶 编 成 顺序 , 则 第 一 顶 可 
染 以 & 种 颜色 ， 即 有 k 种 染 法 ， 第 二 顶 有 k - 1 种 染色 方法 ， 如 此 
类 推 ， 将 染色 方法 的 个 数 记 为 x.《 G ) ， 则 

Xe (Ky) =kR(CR-1) (RR-nt+1l)., 

这 是 & 的 一 个 多 项 式 ， 叫 做 图 C 的 着 色 多 项 式 ， 若 G 可 一 
着 色 ， 这 个 多 项 式 ， 表 示 将 图 Gk 一 着 色 的 方法 的 个 数 。 于 此 ， 
有 下 二 引 理 ， 

引 理 12.1 "个 孤立 的 点 ， 构 成 图 C， 其 着 色 多 项 式 

re (GY =h"。 
证 每 个 点 都 有 & 种 着 色 方法 ， 邦 x, ( G ) =" 
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引 理 12.2 完全 图 Kn 的 着 色 多 项 式 是 
me CKn) =k(R-1) (hntl), 
证 显然 。 
任 给 一 个 可 A 一 着 色 的 图 G =(X, 避 )， 设 e E 歼 是 G 的 任 一 
边 ， 去 掉 这 边 ， 得 一 个 图 ， 记 作 G ~e， 再 将 e 的 两 个 端点 ， 合 
并 成 一 点 ， 将 图 记 作 G.e， 用 原来 的 种 颜色 来 涂 染 G- e 的 顶 
点 《这 当然 是 可 能 的 ) ， 甚 着色 方 法 ， 可 分 两 大 类 ， 一 类 是 
边 e 的 两 端 异 色 ， 一 类 是 边 e 的 两 端 同色 , 前 图 和 原 图 C 的 & 一 着 
色 方 法 是 一 样 的 ， 原 图 G 既 可 -一 着 色 ，G -6 与 G。e 当然 也 可 
6 一 着 色 ， 于 此 有 下 
定理 12.47 zi (G)=z (Ge) -x (Ge), 
证 根据 以 上 的 研究 ， 图 G - e 的 & 一 着 色 方 法 ， 第 一 类 是 
和 原 图 的 8 一 着 色 方 法 一 致 的 ， 故 
mCG-e)=mCcG)+mCGce)。 
由 此 便 可 立即 推 得 
A (GY = (G-e) -nm (Gre), 
《证 毕 》 
这 个 定理 的 应 用 ， 是 将 一 个 图 CG= (XX,E ) 的 着 色 多 项 
式 ， 化 为 求 边 数 较 少 的 图 的 着 色 多 项 式 ， 反 复 应 用 ， 便 可 求 得 
任 一 蔷 G 的 着 色 多 项 式 "; 《GG ) 。 
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十 区 


将 图 化 成 单纯 图 ， 便 有 
| | 


=R(R- 1)(k— 2)(8-3) + 28(k-1)(k — 2) + kk 1) 
=h(k~ 1)(k*— 3k+ 2) 


me (GY) a | 


) 

Ni 
AN | 

| 。 。 | ‘°° 1 /。 
一 0 al ? -re 9 二 

| | 本 
oe 

\ EE 9 ! 


=h'—3ks+r 3 -k= hk—1): 
从 以 上 两 个 例子 来 看， 一 个 是 将 x。( G ) 化 成 若干 个 完全 
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图 的 着 色 多 项 式 的 线性 组 合 ， 一 个 是 将 T。( G ) 化 成 若 于 个 孤 
立 点 的 图 的 着 色 多 项 式 的 线性 组 台 ， 就 例 2 而 言 ， 若 改 抽 例 
的 方法 予以 简化 ， 最 后 结果 是 一 样 的 。 据 引 理 12,1， 引 理 12.% 
及 定理 12,17， 态 有 下 
定理 12.18 对 任 一 x 院 的 图 G， 其 x 《 CG ) 是 E 的 4 次 多 项 
式 ， 其 首 项 是 mn， 末 项 是 0 ,系数 是 整数 ， 正 负 相 间 。 
证 设 C=《〔〈 民 ,已 ?》， 取 关于 | 召 | 的 归纳 法 来 证 本 定理 。 
当 m =1，G 共 含 8 -2 个 扳 立 点 ， 再 加 一 条 边 e， 据 定理 
12.17, 有 
Ne (GY A Ge) -A (Ge)， 
Ge 是 个 孤立 点 所 组 成 的 图 ， 其 
we (G-e) = 如， 
Ge 是 n- 1 个 孤立 点 所 组 威 ， 问 理 有 
Ne (Gre) =h" 
于 是 Te (GG) =h" 一直 "1 
此 证 定理 对 m = 1 是 正确 的 。 没 定理 对 于 边 数 小 于 六 的 图 都 
正确 ， 则 据 定 理 12.17 及 引 理 12.1， 引 理 12.2， 有 
mtG)=m(G-e)-mCGce). 
G -与 G'e 均 是 图 ， 其 边 数 均 较 G 少 1， 其 横 数 则 前 者 和 C 同 ， 
后 者 较 G 少 1， 据 归纳 假设 


加 
ms (G-e) =h + (1) "mab, 


a Gre) ht TC bs 
其 中 a.，5, 统 为 非 负 整 数 ， 代 入 ， 便 有 


qa(G) ht DD oh -his D1 be 
' t 
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=k"+ Sp (a,+6,)k:, 
1 
这 正 是 定理 中 所 要 求 的 那 种 形式 、 
(证 毕 ) 

当 人 G 的 边 比 较 少 ,使 用 x (G) =x(G-e)- xr(G'e), 
减少 边 ， 可 迅速 将 x。《 G ) 化 成 无 边 图 的 着 色 数 的 线性 组 合 ， 
像 例 2 那 样 。 当 G 的 边 比较 多 ,使 用 zs (CG-e) = 到 CC) + 
Th 《Gre ) 将 zs ( G ) 化 成 完全 图 的 着 色 数 的 线性 组 合 ， 如 例 
一 那样 。 在 一 个 图 著 同时 使 用 两 种 途 迁 ， 则 所 得 结果 是 一 样 
的 ， 在 简化 过 程 中 ， 若 两 点 之 间 ， 出 现 重 边 ， 可 将 其 单纯 化 ， 
即 只 保留 一 边 ， 去 掉 重 边 。 


3 4 平面 图 的 可 一 一 5 着 色 


在 疼 论 里， 有 一 个 比较 有 名 的 猜想 ， 所谓 四 色 猜想 ， 即 ， 
一 个 平面 图 可 4 一 着 色 ， 也 就 是 一 张 地 图 ， 不 同 的 区 域 ， 各 潍 
以 一 种 颜色 ， 用 四 种 颜色 浴 梁 这 张 地 图 ， 可 使 相 邻 的 区 城 ， 各 
不 同色 。 由 于 地 图 是 平面 的 ， 所 以 地 理学 上 的 这 个 问题 ， 和 一 
圾 锅 的 是 否 可 一 4 着 色 是 一 样 的 。 不 久 前 已 利用 电子 计算 机 ， 
既 过 较 长 时 间 的 计算 ， 予 以 验证 ， 但 在 理论 上 ，、 还 一 直 没 有 解 
决 。 可 是 一 个 平 商 狗 是 可 5 一 着 色 和 的 ， 此 即 下 

定理 12,19 平面 图 可 5 一 着 色 。 

证 ”由 子平 面 图 可 4 一 着 色 ， 这 个 定理 自然 能 成 立 ， 这 个 
定理 还 可 直接 验证 如 次 。 

首先 ， 据 推理 4.1d， 任 一 单纯 平 曾 图 ，G = 〈(X， 吾 )， 
总 有 点 x。， 其 次 数 不 超 过 5 ， 即 总 有 顶 x。， 其 de (xs ) 所 


5 

设 定理 对 图 的 阶 <<n 的 图 鸭 成 立 ， 往 证 定理 对 于 | 二 | =# 的 
图 也 成 立 ， 设 在 图 G 里 有 x。， 其 de x。) 所 5、 去 掉 该 项 得 子 
图 Gx-xo《 简 记 作 G。) ， 很 明显 ，G 4 的 阶 是 *- 1， 据 归纳 做 
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设 G, 是 可 一 5 一 着 色 的 ， 设 在 C 里 与 Ye 相 邻 的 没有 5 点 ， 即 车 
ec(xo ) <5， 则 很 明显 ， 可 用 五 种 颜色 中 某 一 颜色 来 涂 染 
xo， 使 x。 和 它 的 邻 点 各 不 同色 , 于 是 G 便 可 一 5 一 着 色 ， 设 在 
人 里 与 %。 相 邻 的 五 点 是 x,，x;，x;，x,，%s， 在 Go 里 所 上 轩 的 
五 种 颜色 , 设 为 a1，as，a3，a 6,、。ts，! 已 分 别 染 以 颜色 a， 


> 
Na 


图 12.22 - 
在 G , 取 部 份子 图 G 1， 包含 所 有 染 以 a ,与 cs 的 项 ， 若 Cs 的 联 
接 分 子 图 中 ， 不 同时 包含 x 与 x;， 则 x! 可 改 染 颜色 es，、 于 是 
便 可 用 颜色 c :来 涂 染 zw， 使 5 一 着 色 。 网 理 , 作 部 份子 图 G1 
包含 所 有 染 以 :与 ac 的 顶 ， 辐 样 ， 若 9i 的 联接 分 子 图 中 ， 不 
辐 时 包含 *; 与 <4, 则 %; 可 改 染 颜色 a4, 于 是 x。 便 可 染 以 颜色 a ， 
图 也 就 可 5 一 着 色 了 。 设 在 Gs 与 G ,4 里 均 分 别 有 链 ， 自 *, 联 
到 x 与 x,， 则 %: 与 xs 便 被 分 隔 在 两 个 不 同 的 区 域 里 , 不 可 能 有 
链 , 自 x: 联 到 xs， 使 在 其 上 的 顶 是 染 以 zj 与 cs 的 。 于 是 可 将 zz 
改 染 x。， 而 x。 便 可 染 以 颜色 a 。 总 之 ， 涂 染 C。 的 五 种 颜色 ，、 
总 可 握 出 一 种 来 涂 染 项 Yo, 使 原 图 好 可 一 5 一 着 色 。 当 nm< 5, 图 从 
显 是 可 5 一 着 色 的 ， 邯 定理 对 于 ?< 5 均 成 立 ， 于 是 定理 得 证 。 
《证 绕 ) 
推理 12.19a 设 平面 图 G 是 : 阶 的， 其 极 大 稳 辕 数 是 <:， 则 
a(G) ZW/5。 

证 ”由 于 平 而 图 可 一 -5 一 着 色 ， 即 可 将 图 的 顶 分 成 5 个 稳 

因 集 1 3，，S:，，…，34， 3: }， 各 染 以 一 种 颜色 ， 于 是 
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5 
n= WIS 


《证 毕 ) 


1 . 求 出 一 个 边 染 色 的 方法 证 明 对 于 完全 二 分 图 Kw, "有 g( Kr.)= 
max{ m,n}, 

2 ， 试 证 明 ，Peterson 图 是 可 4 一 边 一 着 色 的 ，. 

3 、 设 G 是 联结 的 单纯 图 且 不 是 则 存在 2 一 边 集 色 法 ， 使 得 G 的 每 一 个 
次 数 二 2 的 点 均 与 染 了 两 种 色 的 边 相关 联 ， 

4 ， 设 已 给 G 的 一 个 一边 一 着 色 名 ， 以 C( x ) 表示 点 x 所 关联 的 边 被 染 成 的 
不 抱 的 色 的 数目 ， 如 果 有 六 一 种 R 一 边 一 车 色 名 /使 得 ， 卫 ce 0) 人 (Cx), 

ex ze 

则 称 @ ' 为首 的 放 进 。 如 果 染 色 法 不 能 被 改进 ， 则 知名 为 最 优 kh 一 边 一 着 色 法 。 
斌 证明， 和 如果 名 是 G 的 最 优 & 一 边 一 着 色 法 ， 又 G 中 有 点 x 以 及 两 种 色 a、8， 使 得 
色 a 在 点 x 所 关联 的 边 中 不 出 现 ， 而 在 x 所 关联 的 达 中 至 少 出 现 两 次 ， 则 全 ( a、 
BB ) 合 点 x 的 联结 分 子 图 是 一 个 奇 图 ， 此 处 G 《 a, 8 ) 为 内 所 有 被 保 以 色 ac、 月 的 边 
所 生成 的 部 分 图 。 

5 . 试 证 明 ， 如 G 是 两 分 加 ， 最 小 次 数 6>> 0 ， 骨 G 有 一 个 6 一 边 一 介 色 法 图， 
使 在 每 一 点 x 有 C(x ) 一 5 成 立 ， 

6 . 设 图 C 的 着 色 指数 为 98( G ) 一 R， 又 G 的 任 二 个 8 一 边 一 染色 法 在 其 边 集 
合 E 上 均 谎 导出 同样 的 划分 ， 见 称 G 为 唯一 可 一 边 一 染色 的 ， 试 证 明 ; 每 一 个 叭 
一 可 3 一 边 一 染色 的 3 砍 正规 图 都 是 哈密 顿 隐 。 

7 ,单纯 图 G 和 万 的 积 是 单纯 图 GX 五 ， 其 顶点 集 为 X{ G) XX( 坟 ), 又 
尖 生 仅 当 xex 1 (yy! ] E 吾 (好 ) 或 者 (xxzf ] EEB(G),ymay! 时 点 (% 
3 ) 与 《 x， ) 相 邻 此 外 x, %x!'€EX(G)，y, 2'E€ 下 (及)， 试 证 朋 : 《1》 
(GXKs ) 二 LA (GXKs )， 其 中 仿 表 示 极 大 次 数 ，{2 ) 如 朱 日 是 4 (HH)= 
了 攻 ( 在 ) 的 非 平凡 罗 ,， 则 4g( GXH)=4( GXxH). 

3 ， 试 证明 如 6 是 其 景 小 次 数 5> 1 的 单纯 图 ， 列 G 有 《 3 一 1 ) 一 边 一 染色 
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法 使 得 在 每 点 x 的 有 c ( x ) 一 上 一 二 或 

.把 亚 和 六 是 G 中 | 谣 | 六 | 玉 各 不 从 的 六 列 集 , 则 G 吕 有 不 交 的 并 列 集 
于 :有 到/ 使， FM' |={ ME- i NI+ti, EM'LN’=MUN 

10.， 设 G 一 ( 久 , 了 ;五 ) 是 两 分 图 ， 顶 点 的 最 大 次 数 是 J，p 汪 是 整数 , 则 GG 
中 存在 个 不 交 的 并 列 集 计 1，JMs.… . 姥 p， 使 得 =UMsU…UM，， 且 对 
1-5i=sp 均 有 

(1Ei/p)=IMil < 1EI/p)", 

试 证 明之 。 

II， 考查 完 全 图 乒 #、， 此 处 ?是 偶数 ， 将 其 顶点 标 为 9，1，2，…，% 一 1， 考 
查 函 数 : 


此 处 c( x 》 的 意义 同 筑 4 阅 , 


[Fb modf #1) 如 果 6、bse nlI、 
f(a, 8) = 4120 moc( n~1) 如 果 o 拓 3 一 1 ba 一 1 
【26 mod(#~1) 如 困 6 二 f 一 ]，b 寺 4 一 1 
试 证 明 ，f 定 义 一 个 {9 一 1 ) 一 边 一 着 色 。 
12. 设 G 是 单纯 联结 图 ， 点 x 为 其 断 点 ,除去 点 * 得 二 个 联结 分 子 疼 C1 与 C3， 
又 以 Gi 表示 CiUx 生成 的 于 医 ，i=1.2， 试 证 明 , 9 (G) =max {e(Gi )， 
qt Gs), de{x)}. 
13， 设 mi 关 mma 关 可 斑 ? 是 整数 的 不 增 9 一 和 组、 简 记 为 (m), 在 这 类 


天 Bh 
9 重组 (mm ) 之 同 定义 一 个 关系 : (m1 ) <( 人 wm) 为 ; 2 ms 二 mi 
=1 
k=]1, 2, “, 9 一 1， 及 m= Li 如 果 mi 王 my 士 2， 由 由 关系 式 四 ji 中 
i=1 i=1 


所 定义 的 g 一 重组 《mi ) 称 为 
( 和) 由 (ij) 所 进行 的 转移 , 试 证 上 明 : & 一 重组 ( mr ) 的 一 个 转移 定义 一 个 4 一 
十 组 ( m' ) < ( mn ) ， 而 且 每 一 个 9 一 重组 ( ma" ) 只 要 (m* ) <(m) 便 可 由 
《m ) 经 有 有限 次 的 转移 而 得 到 。 

4 设 m1 宙 2 于吉 4 为 一 非 增 整数 列 ，G 为 一 多 重 图 具 边 数 坟 一 

对 mi ， 其 边 分 别 染 以 色 al,as，…ae， 且 天 一 切 | 只 色 z ;的 边 数 伦 为 m,。 斌 


证 明 ， 如 果 ( 和”) 是 一 个 序列 满足 ( m”) <《 mm )， 则 G 存在 一 个 8 一 边 一 巢 
色 法 ， 使 得 对 一切 i 王 1，2，…，9， 划 了 色 a ;的 边 窒 为 加; 条 。 

15. 设 @G 是 一 个 单纯 图 ,: 最 大 次 为 5，9 ( 人 ) =h+ 1 ， 且 对 其 每 一 条 边 。 均 
有 g ( G~e ) 一 /成 立 ， 试 证 明 : 如 一 个 点 x 与 次 数 为 R 的 点 y 相 邻 ， 则 点 x 至 少 与 
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上 一 上 + 工 个 次 数 为 4 的 点 相 邻 。 


1 试 证 明 ， 刀 6 是 w 阶 单线 图 G 的 补 图 . 则 ?(G) XG)<[ (人工 ) ,天 
卫 这 是 最 好 可 能 的 结果 。 
17. 设 (Si，Sa，…，S9 ) 为 单纯 图 G 的 一 个 ?一 着 色 (不 一定 是 极 小 
的 )， 又 令 98 =marxde (x), :py(G) Smax min {&, eg 秆 1}， 试 证 
xEsk Re 


明之 ， 

8， 试 证 月 。 如 # 个 阶 图 G 有 满足 d1 宇 d2 守 二 ds 的 次 序列 ( 1，d2，“…， 
dn ) Np (CG) <max min{ dit1, 1} 

13， 利 用 上 是 结论 证 时 ，(1)y(G)((21E1))*,， (2)v(G) 
十 y(n+1， 人 6 我 未 6 的 补 图 ， 下 同 . 

20， 如 G 是 单纯 图 ， 试 证 明 ， 如 只 对 其 个 整数 9， 次 数 汪 4 的 顶点 个 数 <9， 则 
GG 是 可 4 一 着 色 的 。 由 此 接 出 ， 如 单纯 图 6 的 最 大 次 散 为 5， 则 G 是 可 {+1 ) 一 着 
色 的 。 ， 

31、 试 证 明 : 如 单纯 图 G 的 任 二 个 奇 团 均 有 一 个 公共 顶点 ， 则 y ( G ) =5， 

22， 试 证 明 : ?《 G ) <1+max6 (条) ， 其 中 8 地 ) 表示 @ 的 子 图 再 中 的 
最 小 次 数 ， 而 max 是 对 的 所 有 子 图 来 取 的 ， 

23， 如 果 有 一 色 图 G 有 一 种 染色 法 使 得 每 种 客 色 者 至 少 分 配给 两 个 项 点 ， 试 证 
表 ，G 有 一 种 这 一 类 型 的 一 新 公法 ， 

324， 如果 图 G 的 任 二 种 & 一 着 色 法 均 导致 点 集 天 的 相同 划分 、 则 称 人 为 叭 一 可 
4 一 着 色 的 。 斌 证明- 临界 图 的 任 一 个 点 断 集 都 不 能 导出 一 个 哈 一 可 (一 4) 一 
着 色 的 子 图 

25、 试 证 明 ; 如 果 x，? 是 临界 图 G 的 两 个 顶点 ，Rir ( x ) 和 ( y ) ， 兹 由 
此 导出 ， 不 存在 从 是 (有 二 1) 个 点 的 一 临界 图 。 

26， 图 G1 与 Gs 的 联结 G1VG2 定 义 为 这 样 的 图 ， 它 则 图 GI、Ga， 以 及 使 G1 
虽 所 有 的 点 与 Gs 中 所 有 的 点 均 税 此 有 一 条 边 相 过 而 神 成 ， 试 证 明 ， 

CI)Y (GIVG) <p ( G1) +y( G2). 

《2 ) GiVGs 辣 界 的 先 要 条 件 是 Gi 与 Gs 均 为 临界 图 。 

27， 设 G1 与 Gs 为 恰好 有 一 个 公共 顶点 x 的 两 个 一 临界 图 ，[x，y1) 和 [ x 
2) 分别 是 G1 和 Gs 的 边 ， 斌 证明: 图 ( Gi 一 (x 1) )U (Gs (x.y2))》 
+ ( y1，34 ] 也 是 一 临界 图 。 

28， 对 1 二 4 和 所 有 n 守 6， 在 4 个 顶点 上 启 一 个 4 一 临 田 图 ， 
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29.， 设 单纯 图 G 一 ( 改 , 吾 ) 的 点 集 有 一 人 划分 { XX1, XX } ,使 得 子 图 G( 研 D)， 
局 (Xs ) 都 是 可 一 苦 色 的 ， 如 果 边 断 巢 [ x*1，x2 ) 至 多 含 庆 (一 1 ) 条 边 ， 试 
证 明 C 也 是 可 # 一 着色 的 。 范 由 此 导出 所 有 8 色 临界 图 都 是 《有 一 1 ) 边 联 的 。 

30， 斌 证 明 Brooks 定 香 等 价 于 下 列 命题 ， 设 划 纯 图 G 有 #4 个 点 ,m 条 边 ， 是 k 一 
腹 界 〔 k=4 ) 的 ， 且 不 是 完全 悦 ， 则 2ma# (一 1 ) 十] 

31. 试 证 明 如 果 忆 是 临界 图 ，y《 电 “和 且 人 4 一 {x、Y 上 是 一 个 人 的 虑 
疡 集 ， 则 奖 于 4 恰 有 2 个 片 B1 与 Bs 且 满足 条 件 : vy ( B1) 一 y ( Bs ) ==h 一 1。 

35. 斌 证明， 如 果 G 是 临界 图 ，7《 G ) =k=4，A 二 {x,y，z》 是 一 个 点 断 
集 ， 则 下 列 情形 之 一 必然 发 生 : 

《1) 4 仅 含 一条 这 ， 上 且 关 于 -4 至 多 有 3 个 片 ， 每 片 的 色 数 均 为 & 一 1。 

(2 ) G4 从 全 二 条 边 ， 生 关于 .4 至 多 有 2 个 片 ， 每 片 的 色 数 烛 为 A 一 1。 

《8 ) G4 不 含 边 ， 且 关于 A 至多 有 5 个 片 ， 每 片 的 色 数 为 上 一] 或 一 2。 

33. 试 证 明 : 如 G 是 临界 图 ，y(G)=， 则 对 所 有 的 点 x 均 有 dG{*) 二 ~1， 
而 且 由 点 集 避 一 {x | xEXX，dG (x ) =h 一 1 所 生成 的 子 图 Gu 的 每 一 块 ， 或 
者 是 一 个 集团 ， 或 者 是 一 个 无 弦 的 奇 有 

34. 设 G 是 临界 图 ，?7《 G ) 一 过 4， 如 G 售 有 一 个 集团 C= x1，x2， ~ 


3 1} 含 (5 一 1) 个 顶点 ， Et de 《xi ) 一 kh+1) ah 由 则 在 无 -C 的 
《一 1 ) 一 着 色 中 ， 集 合 4 Te( 好 ) 一 C 含 有 公共 色 . 

35、 使 用 Brooks 定 再 证 明 ， 对 正规 图 G 如 果 y( G ) 二 y(G) 一 二 1， 则 G 
式 者 是 ?个 孤立 点 ， 或 者 是 一 个 点 集团 ， 或 者 是 一 个 长 为 5 的 初级 加 

.36. 设 G 为 单纯 图 ，?《G) = 一刀， 且 不 含 任何 一 集 画 ， 记 S 盖 1 | do(x)> 
末 )， 则 瑟 【dc(x) 一 3)ER 一 3 

xES 

37. 设 单纯 图 G 是 临界 1 
《af Ch-1) 一 2 

38， 求 出 下 列 一 图 的 色 多 项 式 ， 


1 点 名 边 ，Y( G ) 一 8， 且 不 含 h 一 集团 ， 则 2 吉 寺 


39， 斌 证明 :如 是 n 点 和 n 边 的 单纯 图 ， 则 #.《G) 中 有 "1! 的 系数 为 mm， 进 
一 步 证 明 ， 没 有 一 个 图 的 色 多 项 起 是 和 4 一 3 十 3k2。 
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49， 试 证 明 ， 如 nm 附 图 G 是 联结 的 ， 则 zs ( 人) 二 (一 1) "1， 其 权 在 台 
是 枕 卫 ， 等 号 成 立 。 

革 ” 斌 证明， 如 mn 阶 图 @ 是 长 为 ? 
{8—1), 

包 ， 试 征明， 如 图 G 是 # 条 王 的 轮 ( 如 下 图 示 ),， 弄 (G)=h(h-2)* 
+(-1)"k(R-—2) x 


则 zi (CG)= (hk-1) "+ 一) 


ET 2 


3 


43， 试 证明， 如 图 是 科 结 的 ， 尖 5 点 w 边 ， 则 xt( G ) 中 衣 ' 的 系数 的 绝对 
人 (+ Cm-ntl) (4 

44， 斌 证明 在 xs( G ) 中 ， 的 系数 不 为 0 的 最 低 次 项 的 次 数 等 于 G 的 联结 
分 于 图 的 个 数 。 

看 。 试 证 明 ;， 如 G 人 站 玉 是 一 个 完全 图 ， 则 

ma{ GUH) ml GNH) A (G0) tH) 

46， 试 证明，xs ( G ) 没有 大 于 + 的 实 很 ，4 是 的 阶 . 

好， 点 图 G 称 为 是 属于 类 型 7s ( 5，$，4 ) 的 ， 此 处 n=<pg， 如 果 存 在 共通 
点 集 的 两 个 划分 { Ci，Ca，…，Ce 及 1 Di Da，…， Dj， 策 有 : (13 
max | 下 一 和 (2)max|C| 一 请 《3) 对 一 切 j. 1CiNDII 1, (4) 
局 一 个 Cih 任 二 点 均 相 邻 。《 5 ) 同 -个 ?中 侨 二 点 均 不 相 邻 。 试 证 明 ， 部 是 
类 型 Ts ( n，p，4 ) 的 , 网 人 是 类 型 Ta Cn，4， 了) 的 且 >(G) 一 p 导 吾 
? ( @G) ~ 一， 又 试 正明 ， 对 任 二 球 数 p，w， 只 要 请 ， qz 2 十 q<p 二 1 就 存在 
一 个 图 G 属 于 类 型 Ts (4, p, 9), Hy (G)=p, y(G) = 

48， 试 证 朋 : 在 可 4 一 着 色 的 单纯 图 6 中 ， 其 边 可 用 红 、 蓝 二 色 进 行 妇 色 ,人 
得 其 中 任 -个 三 角形 均 合 2 条 蓝 色 的 边 及 一 条 红色 的 边 。 

9， 试 证 明 : 在 n 阶 单 弛 图 G 县 p( G ) 一 天 的 图 集中 ， 基 极 大 边 数 的 图 是 唯一 
的 。 
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第 十 三 章 ” 拉 姆 组 定理 与 拉 姆 绥 数 


$1 拉 姆 组 定理 
已 给 "一 集 S (151=w)， 及 正 整 数 t, 91，9gs "4,，r， 
满足 条 件 
qi Qe rs Qt (1) 


在 S 中 作 所 有 r 个 元 素 的 子 集合 得 集合 Pr (S)， 将 Pr (S) 作 + 
个 子 集 的 划分 ， 
Pr (S}= AY A UA 《2) 
设 在 原 集合 S 中 存在 g: 一 子 集 S: (|St 1=9 ), 使 Si 中 所 
有 r 个 元 素 的 子 集合 ， 全 含 在 A: 内 、 则 称 S 包 含 子 集 合 ( 4: ， 
A ) 或 称 存在 子 集合 (gq; .A; ) 。 
设 存在 最 小 正 整 数 N( qi，g:，…，g,;r ) ,使 当 
WPN Cg ga 1 qtr ) 
时 至 少 存在 一 个 子 集合 (gq:，Ai )， 则 称 此 最 小 的 正 整 数 
(en 92，…，9'3 7) 为 按 姆 缓 数 《( Ramsey number )。@ 
， 于 此 有 下 
定理 13.1 ” 拉 姆 组 定理 ”已 给 (一 集 S 及 正 整 数 g 1 , 9,,…， 
9'， fr， 满足 条 件 (1 )， 则 恒 存 在 一 个 极 小 正 整 数 N 《gi， 
gz ， 9:3 了 7)， 使 当 n 之 NN(q1,92,…*， 44117) 时 将 Pr (S) 
作 分 划 ( 2 ), 则 在 集合 S 里 ， 将 存在 子 集 ( gq:，Ai ) ,其 中 
是 1，2，…，t 中 某 个 数 。 
为 了 充分 理解 这 个 定理 及 下 述 的 证 法 ， 先 举 一 些 特例 ， 
@E.P, Ramsey 是 英国 的 一 个 逻辑 学 家 ， 这 个 定理 ， 是 由 所 谓 铭 子 进 少 的 癌 


题 ， 提 升 而 来 的 ， 所 请 钵 子 进 洞 问题 ， 乃 是 : 若 有 充分 多 的 元 率 ， 将 其 分 成 不 太 
多 的 子 集合 ， 则 宇 少 将 有 一 个 子 集合 ， 合 很 多 这 样 的 元 素 . 
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例 1 >=1， 此 时 Pr (5)~…S, 而 子 集 (g;，4; ) 误 
是 5 的 -- 个 子 集 ， 是 4; 的 一 个 9 一 子 集 ， 这 个 问题 ， 这 时 又 
回 到 了 原来 的 住 子 进 洞 问题 。 此 时 ， 可 取 
Ce ga ,gsr7) = (qi 1)+( 9g- 1) + 
+(gr~- 1)+1=gtq te tq -t+1 (3) 
由 子 Pr (5S)=S， 而 当 1S1>q; gst+……+91-t+ 1 时 ,将 
仿 划 分 成 个 子 集 合 41 ， 其 中 至 少将 有 一 个 包含 个 元 素 即 恒 
有 (gq;，Ai ) 存在 。 
例 2 t= 夺 ， 此 时 只 有 一 个 89，9ZPr 之 1， 显 见 
N(g,7) < qo {4) 
例 3 += 2， 且 qi. 9: 中 竺 少 有 一 个 等 于 7 ,图 如 gs = 六 
此 时 有 
Cg rs r) -qi 
Nr,g; ry) = gq 
作 分 划 Pi(S)= A1U 4,。 : 
若 4: 半 ， 刚 C(r,As) 恒 存在 , 车 4:= 申 ， 则 (qs 
4: ) 是 存在 的 。 
拉 邵 级 定理 的 证 ” 拉 姆 组 定理 的 证 明 ,分 两 个 归纳 步 又 。 
( 一 ) 首先 对 于 # 进 行 归纳 。 若 定理 对 于 + = 2 能 成 立 ， 往 
证 定理 对 于 t= 3 也 成 立 ， 于 是 证 定理 对 于 一 切 正 整数 + 均 成 
立 。 在 1= 2 定理 成 立 的 前 题 下 往 证 NN (gi，gs，9ss 7 是 存 
在 的 ， 作 分 划 
Pr (S) = ALU A 4,, 
所 谓 证 明定 理 成 立 ， 即 往 证 恒 存 在 于 集 ( 9g; ，A: )， 其 中 i 
等 于 1，2 ，3 中 某 一 个 ， 将 已 ,(S) 的 分 划 写 成 
Pr (S)=4UCdsU4s ) ， 
取 As’ = A U As, 
由 子 归 纳 假设 ， 定 理 对 于 + = 2 是 成 立 的 ， 故 
N( gs gs» 7) = 
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是 存在 的 。 

辕 样 ， 六 (9i， gr ) 是 存在 的 ， 此 时 4 一 集 S 包含 子 
集 (q,,41 ) 或 包含 Cg,' ,4 ) ， 若 前 者 成 立 ,定理 已 证 , 若 
后 者 成 立 ， 即 存在 S 的 子 集 ( gq, ,4:”》， 亦 即 存在 $ 的 子 集 
《gs '，A,U 4A， ) 。 据 gx 的 定义 ， 在 S 的 g* 子 集中 ， 将 存在 
子 集 (9:，4， ) 或 (gs，-<4s ) 。 综合 以 上 情况 , 便 知 有 S 
的 于 集 C(q1，A,) 或 (gq;,，4,) 或 (qs,，As ) 存在 此 即 定 
理 的 要 求 。 

若 定理 对 于 # = 2, 3 能 成 立 ， 同 样 可 证 定理 对 于 := 4 也 成 
立 。 


取 Nlgs, gas qa 7 ) =go 
据 归 纳 假设 入 (g,，9;; r+) 症 存 在 的 ， 当 将 Pr (S》 
划分 成 Pr (S)=4U4:UdsJ4d， 
= A,Y A 


册 ， 在 集合 S 中 存在 子 集 合 (9 ，41) 或 (9:'，A4,')， 其 中 
qr =N gs0sg; rr)，42=4L4sU4， 
车 前 者 成 立 ， 定 理 已 证 ， 若 后 者 成 立 ， 据 归纳 假设 ， 和 将 存在 子 
集 C(q， 4A, ) 或 《qs ，A:) 或 (qi，A4), 于 是 当 t = 和 4 
冉 ， 定 理 成 立 。 推 到 一 般 ， 在 一 般 情 况 下 ， 定 理 是 成 立 的 ， 
于 是 问题 便 集 中 到 只 须 证 明 ， 当 : = 2 时 定理 能 成 立即 足 。 . 
《 二 ) 往 证 1 = 2 时 ， 定 理 成 立 ， 这 里 的 证 明 方 法， 还 是 
采用 归纳 证 法 。 假 设 定理 对 于 N (gq, -1, gs 7),N(qis 
92-197) 及 N (9g1，9ss r- 工 ) 均 成 立 ， 往 证 定 理 对 于 
N (gq:，qs; 7) 也 成 立 ， 即 如 上 所 言 ， 恒 存在 最 小 正 整数 
Nlg, gs 了) 


使 当 n>N (9g,, ges rr) 
时 ，" 一 集 $ 的 r 一 子 集 所 成 集合 已 , (S) 的 任 一 分 划 
P,(S}= A1UA;, 


恒 在 n 一 集 S 里 ， 存 在 于 集 (91,4,) 或 (gi，A,)。 
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命 
pr-N(lag.1, gr r), 
pa Nlg, ge 1 r), 
据 归 纳 假设 V( p:，p:; r+- 1 ) 是 存在 的 ， 取 
n2N(p, pas r-1)+1, 5) 
任 作 nm 一 集 S， 再 作 分 划 
pS)=- A Ad;, 
要 证 的 是 在 n 一 集 S 里 存在 子 集 ( 91, 4,) 或 子 集 ( 9:,4:)。 
在 S 中 性 意 取 定 一 个 元 素 a， 命 了 =S 一 {a}， 由 于 
n- I>N(p, pis r- 1), 
在 T 中 任 作 (7r- 1) 一 子 集 R, 车 尺 U fayE4， 合 只 E 
互 ， 若 RU {a} €4,， 命 RE B,， 这 样 便 得 分 划 
pr-1(T)= BIUB,, 


由 于 nn- 12N(p, pr r- 1), 
故 据 归 纳 假设 ， 在 T 里 必 存 在 于 集 (p1,B,) 或 (ps,Bs)， 
设 前 者 成 立 ， 则 因 


pi=N(q-1, gq +), 
将 子 集 Cp!，B1 ) 记 作 U，UCTCS, 故 U 是 S$ 的 一 个 子 集 ， 
当 将 P, (5S) 作 分 划 

P,(S)= A1UA, 
时 ,UU 的 P, (UD) 也 将 分 别 属于 4 或 4;:， 故 据 口 的 确定 ， 
可 知 在 U 中 存在 子 集 (gq;~1，A,) 或 (9;:，4，)， 即 在 S$ 中 
存在 C9; ~ 1 ) 一 子 集 ， 其 所 有 7 一 于 集 ， 均 会 在 4 内、 或 
窑 在 9, 一 子 集 ， 其 所 有 7 一 子 集 均 含 在 4; 内 ， 若 后 者 成 立 ， 定 
理 便 已 证 ， 若 前 者 成 立 ， 命 了 CD 是 那个 (9g:- 1，4A,) 子 
集 ， 在 S 里 ， 作 于 集 矿 = VU {0}， 此 时 ,到 是 S 的 一 个 q ,一 
子 集 ， 在 扩 中 任 联 r 一 子 集 ， 若 此 子 集 不 含 8， 虽 此 子 集 是 的 
子 集 ， 据 及 的 定义 ， 这 个 子 集 ， 含 在 4 内， 若 此 子 集 含 o， 则 
此 子 集 是 地 的 一 个 Cr - 1 ) 一 子 集 ， 再 加 上 元 素 4， 原 设防 
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U， 而 的 内 有 (r- 1 ) 一 子 集 , 均 含 在 内 ， 据 B81 的 定 
义 ， 这 个 子 集 ， 加 上 元 素 4 所 得 + 一 子 集 ， 应 属于 4,， 以 上 证 
明了 W 是 一 个 《gl，A, ) 子 集 ， 于 是 定理 得 证 。 同 样 ， 若 了 
包含 子 集 (《 p,，B,) ， 可 证 S 包 含 子 集 (4,，4, ) 。 故 定理 
得 证 。 

和 欲 确证 六 (41,9s;7) 的 存在 ， 即 说 明 本 部 份 归纳 证 法 的 实 
在 性 ， 尚 须 观察 以 下 事实 ; 

《1) 当 r = 2《 在 以 下 ,，r= 2， 均 咯 去 不 写 ) 。 已 知 
(2,2)，N(2,3)，N(2,4)，…， 几 (2,9:) 均 存在 
NN(3,2)，N (3,3)，N (3,4)，…，NN (0393) 均 存在 
Nd2)，N(3)，w010D，…，w(tg) 均 存在 

因 N(2,3) = 8， NN(3,2)= 8，N (3,3，1)=5， 均 存在 ， 
. 据 上 归纳 证 明 N(3,3, 2) 是 存在 的 ， 由 子 N(2,，4), N (3, 3) 
及 六 (3,4，1) 的 存在 ， 按 上 归纳 证 明 ， 知 六 ( 3，4，2 ) 是 
存在 的 。 依 此 类 推 ， 可 知 W Cei，9a，2 ) 对 一 切 gi，922> 多 
之 1 是 存在 的 。 

(2)r= 8。 

NN(3,3; 3)，N(3.4 3)，…，(3,9 3) 均 存在 
NN(4,3; 3)，NN(4.4; 3)，…，N(4qa 3) 均 存在 
同样 ， 据 上 归纳 证 法 ， 一 切 N(9,，92; +) 在 条 件 9,，q22>r 
下 均 存 在 。 
根据 证 明 的 第 (一 ) 部 份 与 第 (二 ) 部 份 ， 可 知 
N(g:., Qs '*, grIf) 
在 条 件 (1 ) 之 下 均 存 在 ， 于 是 拉 姆 级 定理 得 证 。 


(证 华 ) 
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这 个 定理 所 确定 那 极 小 的 正 整数 NN (491， gs，*…， 98 
r ) 称 为 拉 姆 绿 数 。 

这 个 定理 的 证 明 过 程 ， 看 起 来 似乎 也 是 一 个 计算 过 程 ， 
实际 不 是 如 此 的 。 因 为 在 证 法 (二 ) 中 ， 取 

nN (bi ps r-1)+1, 
这 个 取 法 ， 未 能 确定 的 极 小 狂 。 

医 如 ， 和 欲求 N(3,6,2), 因 N(2,6,2)= 6，N (3,5.2) 
=14, NC(6,14,1)= 5+13+1-19, N(8,14, 1) 
+1 =20 。 真 正 的 N( 3，6，2 )》=18， 但 照 证 明 (二 ) 
的 过 程 ， 求 得 结果 是 n 之 20 ， 这 就 是 因为 不 等 式 (5) 未 能 确 
定 极 小 性 。 在 组 合 数 学 里 求 拉 姆 组 数 是 一 个 很 难 的 问题 ， 自 
R.E,Greenwood 与 A,.M.Gleason 于 1955 年 做 得 一 些 结 果 之 
后 ， 至 今 已 近 30 年 ， 这 方面 的 进展 ， 并 不 很 大 ， 事 实 上 ， 
计算 六 (gl 9g，…，9f 5 7) 既 无 计算 公式 可 循 ， 又 无 循环 
公式 可 供 演 算 ， 主 要 的 算法 ， 是 用 一 种 方法 ， 来 确定 Ne 
gz…9t 47 ) 所 在 的 范围 ， 若 能 确定 


Na gp Qs 1) >K, 
又 能 用 别 的 方法 确定 

Cg gs, mp， qs 7 ) EK, 
出 此 二 条 件 ， 便 确定 


N (gs Tas oo 27) =K, 
用 这 种 方法 ， 来 求 极 多 个 拉 姆 绥 数 N (qi，9s，…95r)， 
无 怪 乎 其 进展 之 慢 了 。 


§ 2 拉 姆 组 定理 的 应 用 


为 了 使 读者 对 拉 姆 组 定理 比较 熟 习 ， 更 具 兴趣 ， 本 节 举 岂 
个 例 ， 应 用 拉 姆 组 定理， 求 得 一 些 有 趣 的 结果 。 
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例 1 设 在 空间 有 "个 点 ， 每 二 点 定 一 线段 ， 将 这 些 线 
段 ， 染 以 红色 或 绿色 ,于 是 n 个 点 的 所 有 2 一 子 集 ,将 分 成 两 类 。 
一 类 ， 其 所 联 线 是 染 红 的 ， 一 类 其 所 联 线段 是 染 绿 的 ， 设 9 
9 之 2 是 二 正 整 数 ， 且 设 pPN (91，9:; 2)， 则 依 拉 姆 绥 
定理 ， 将 存在 g: 个 点 ， 其 中 每 二 点 所 联 线 跋 全 是 红 的 ， 或 存在 
9: 个 点 ， 其 中 ， 每 二 点 的 联 线 都 是 绿 的 ， 而 拉 姆 绥 数 N《 9 ,， 
9zs 2 ) 是 满足 这 种 性 质 的 最 小 整数 。 璧 如 下 五 点 形成 的 图 
天 多 可 以 将 其 边 染 红 染 绿 ， 使 其 中 不 出 现 红 兰 角 或 绿 三 角 。 


图 13.1 
但 在 (二 ) 天 ,中 ， 将 边 染 红 或 染 绿 ， 最 后 总 将 出 现 红 三 角 ， 
或 绿 三 角 。 

例 2 ， 任 给 正 整数 rz 3 ， 必 在 在 一 个 正 整 数 N， 具 下 
性 质 { 定 理 ): 当 m 六 Wo 时 ,在 平面 土 任 给 ” 个 点 ,无 三 点 共 线 ， 
贡 在 此 ”个 点 中 ， 必 存在 mm 点 构成 一 个 凸 思 边 形 。 

证 首先 证 下 二 引 理 ; 

避 理 13.1 ”在 平面 上 任 给 5 点 ， 无 8 点 共 线 ， 则 在 此 5 点 
中 ， 必 存在 4 点， 构成 一 个 是 四 边 形 。 

本 引 理 可 证 明 如 次 ，5 个 点 之 间 ， 共 可 作出 10 条 线 ， 束 个 
与 所 给 气 点 有 关 的 图 形 ， 有 一 局 界 ， 若 这 个 周 界 是 5 边 形 或 4 
边 形 ， 则 定理 已 证 ， 落 整个 图 形 的 周 界 是 一 个 3 角形 则 其 余 二 
点 ， 必 会 在 三 角形 内 《 见 图 13. 3 )， 联 玉 ,， 六 :*， 则 三 角形 的 
三 个 顶 必 有 二 点 在 此 线 的 同 侧 ， 如 图 中 的 三 亚太:， 于 
是 此 四 点 构成 一 个 四 四 边 形 ， 
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引 理 13.2 ”在 平面 上 ， 任 
给 mm 点 ,无 三 点 共 线 , 若 由 此 和 m 
点 所 订 能 构成 的 一 切 四 边 形 ， 
都 是 三 四 边 形 ， 则 原 给 的 m 
点 ， 构 成 一 个 西 im 点 形 。 

引 理 13.2 的 证 将 六 个 点 ， 

图 13.2 每 二 点 联 线 ， 共 m(m 一 1) /2 

条 线 股 ， 设 图 形 的 周 界 是 一 个 西点 形 ， VV 1， ，…， Vg， 
医 9=m， 定 理 已 证 ， 若 9<m， 则 原 给 的 m 点 中 ， 余 下 来 的 m 
-9 个 点 在 4 点 形 之 内 ， 至 少将 有 一 点 ， 在 三 角形 J 天: 
《i,j,k&g ) 之 内 。 但 这 不 可 能 ， 因 若 在 三 角形 请 太太 :之 
内 ， 存 在 一 点 Q， 则 此 四 点 ， 构 成 一 个 止 到 点 形 ， 这 和 假 设 
耳 盾 。 

现在 来 证 性 质 ( 定理 ) 。 原 给 m 之 3， 若 m= 3， 三 点 又 
不 在 一 条 直线 上 ， 自 然 构成 三 项 的 西 三 角形 。 现 设 m 之 4， 作 
(5,m; 4) , 当 n>N( 5， ms 4 ) 时 在 x 点 中 任 取 四 点 为 
一 组 ， 有 些 构 成 一 个 四 四 点 形 , 有 些 构成 一 个 凸 玛 点 形 , 依 此 来 
给 "一 集 S 的 所 有 的 4 一 子 集 分 类 , 则 据 拉 姆 组 定理 , 存在 子 集 
〈5，4, ) 或 子 集 (m，A: ) ， 据 引 理 13.1( 5，4; ) 是 不 
能 存在 的 ， 只 能 存在 (1m, 4s) 即 存在 m 一 点 集 ， 于 其 中 任 取 
4 点 ， 均 构成 一 个 凸 四 点 形 ， 据 引 理 13.2， 比 mm 点 构成 一 个 m 
点 的 凸 多 边 形 。 

饮 3 任 给 一 个 z 阶 的 ( 0，1 ) 矩阵 ， 在 其 中 除去 4 -各 
列 及 相应 的 4 ~ mm 个 行 ， 得 一 个 所 谓 的 m 阶 主子 矩阵 ， 关 于 《0， 
1 ) 矩阵 ， 便 有 下 

定理 ” 任 给 正 整数 m， 作 n 阶 ( 0，1 ) 一 矩阵 ， 当 n 充 分 
大 ， 则 在 此 甜 阵 中 ， 必 会 一 个 mm 阶 主子 挎 阵 ， 是 下 四 种 形式 
之 一 : 
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证 设 4 一 (a;;) 是 原 给 的 x 阶 (0，1 ) 一 矩阵 ， 取 其 
# 个 行 ， 作 为 4 个 元 素 ， 构 成 集合 S， 在 S 中 任 取 二 行 g;，at 
(i< 让 构造 向 量 Ca;;，0;; ) ， 这 个 向 量 ， 只 能 有 四 种 形式 
(0，0)，(0，1)，(1，0)，(1，1》， 将 矩阵 
的 行 集 ， 作 分 划 

Pi(S) =AUAUA UA 

设 nN Crm, mm, mm, Mm 2 ), 
则 据 拉 姆 组 定理 ， 将 存在 S 的 m 一 子 集 ， 其 所 有 的 2 一 子 集 ， 
含 在 Pa《S) 的 四 个 分 划 的 其 一 分 划 组 内 ， 此 即 说 明 存在 主子 矩 
阵 ， 属 于 上 述 四 种 形式 之 一 。 《证 毕 ) 


8$ 3 拉 妈 组 定理 在 图 论 上 的 应 用 


我 们 已 熟知 ， 所 谓 图 ， 是 已 给 # 顶 ， 再 适 当 联 二 顶点 ， 得 
到 图 的 边 G=《 久 ,EE )， 半 是 图 GG 的 顶 集 , 玉 基 图 G 的 边 
集 ， 设 在 顶 集 六 中， 有 4q 1 个 顶 ， 其 中 每 二 顶 的 联 线 都 是 图 G 的 
边 ， 则 这 4 个 顶 组 成 图 G 的 一 个 集团 ， 设 有 q: 个 项 ， 其 中 每 二 
顶 的 联 线 ， 都 不 是 G 的 边 ， 则 这 4g: 个 顶 构成 图 G 的 一 个 稳固 
集 ， 车 引入 图 G 的 补 图 G， 则 G 中 的 集团 和 稳固 集 ， 便 分 别 是 
G 里 的 稳固 集 和 集团 ， 已 给 9;,，4:( 之 2 ) ， 据 拉 姆 级 定理 ， 
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确定 
六 (qi qs 2), 
出 当 0PN 9， 9 ，2 ) 时 ， 在 4 阶 的 图 G 里 ， 恒 存在 gi 阶 的 
集团 ， 或 9, 阶 的 稳 图 集 ， 由 于 讲 的 是 图 论 ， 现 在 便 从 图 论 的 
角度 ， 来 阐明 N〔〈9i， 8: 2 ) 的 一 些 特殊 性 质 : 
1, Nlg, gs: 2)=N(gs qs 2)。 
2, Nilgi, 1: 2)=N(1, gs 2)=1。 
据 原 给 的 拉 姆 绥 数 的 定义 ，91,，9:， 及 + 本 应 满足 条 件 
《1 )， 不 过 在 图 里 ， 我 们 允许 有 所 谓 1 一 阶 的 集团 ， 或 1 一 阶 
的 稳固 集 存 在 ， 双 以 上 这 些 数 是 很 明显 的 。 
3，N (go 2, 2) = N(2, qs 2) =qso 
4， 定 理 13.2 设 91，4: 之 2， 则 
Ng gsDEN(g 1442) + N (qi,92 -1 2)。 
证 据 定 理 13.1 的 证 明 (二 )， 显 见 
: Ng ga EN (ps pa 1)+1, 
其 中 p=N(gi1lg 2),P:=N(Q;, gs -1 2), 
但 据 § 1 的 特例 1， 
Npispesl)= (p11-D +p DD +l = prtps-l1, 
于 是 NOs gq 2) p+ps, 
或 Ng qi DEN(g1-1, qs 2)+N (gq1,92-13 2)。 
《证 毕 ) 
这 个 定理 ， 还 可 直接 证 明 如 次 ， 
命 G 是 一 个 含 N (9 1，9: 2 )+NCqb gr- 1， 
2 ) 个 顶 的 图 ， 在 顶 集中 , 任 取 项 N , 则 下 二 情况 ， 必 有 一 成 立 。 
《DV 与 吝 少 合 N (gi，9; - 1; 2 ) 个 顶 所 成 的 集合 S 
不 相 邻 ， 
《ii) 矿 与 至 少 含 W (gl -1，9s5 2) 个 顶 的 集合 了 相 邻 。 
由 于 与 矿 相 邻 的 点 数 和 与 不 相 邻 的 点 数 ， 其 和 为 N (gi 
一 1，92 2)+N(ig 9:-1;2) 一 1 放 上 二 情况 ， 必 
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有 一 成 立 。 

在 情况 (i)， 由 于 数 N( gi，gq: 1， 2 ) 的 痊 质 ，G(S) 
UF 或 者 含 9 一 集团 ， 或 才 含 g: 一 稳 固 集 ， 在 (i) 则 G(T)U 
{ 洲 }， 或 者 售 g ,一 集团 ， 或 者 合 q: 稳 固 集 ， 由 于 (i) 或 (ii) 
必 有 一 成 立 ， 故 图 G 或 者 含 4 ,一 集团 ， 或 者 含 9 一 稳 团 集 。 

“证 毕 ) 

,由 此 ， 便 甚 易 推 得 以 下 

推理 13.2。 若 N(gi - 1，9g: 2) 与 (Cai，g -1 
2 ) 都 是 偶数 ， 则 

gl， qs 2)<N(e 1, qr 2)+N(g, qs 
-1 2), 

证 设 G 是 一 个 图 ， 具 N (gi-1, gs 2)+N(gi, 
9: 一 1， 2 ) ~ 1 个 项 ， 由 于 G 有 奇数 个 顶 ， 故 G 必 存 一 个 侦 
次 顶 广 ， 太 当然 不 能 恰 与 NR(9- 1，9:5.2)- 1 个 顶 相 
邻 ， 故 在 上 定理 的 证 明 中 ，(i 与 GD 有 一 成 立 ， 故 @ 或 者 含 一 
个 9 一 集团 ， 或 震 含 一 个 gz 稳固 集 ， 故 

Feobess2)sSRN( -193 2)+N(g1,9: — 132) -1I。 
(证 毕 ) 
推理 13.25 Ngas2) < (mt 1) 
证 设 s,= 2， 则 
(P01?)= (4%)- gs 
但 (eg 2)=N(2, gs 2》=9iy 
故 在 4 = 2 时 ， 上 不 等 式 能 成 立 ， 当 g, + 9,'<&g, + gs 时 ， 


车 有 N Cg’, gs}2 ;< a” -1 )， 则 


Nlg, gr 2) 安信 (9: 1 2)+N(g, 
qi—-1; 2)-1+1 


< 
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gq-1 


《证 毕 )? 

定理 13.3 与 的 理 13,2。 所 确定 的 N (ol，9:; 2 ) 的 上 限 ， 
一 般 都 比较 好 ， 上 比较 接近 欲求 的 真正 的 数 。 

在 文献 中 也 有 很 多 确定 六 ( q,，g,，2 ) 的 下限 的 , 但 
一 般 与 真正 的 数 的 距 高 比较 大 ， 在 实际 计算 中 ， 押 起 的 作用 是 
比较 小 的 ， 下 定理 所 确定 的 便 是 一 个 例 。 

定理 13.3 〈《Erdds[1947] ) NN (k, Rs 2) > 2* 

证 任 到 个 点 {v1，vs、…，vs} ， 取 二 点 联 边 。 共 有 
((? ) 条 边 。 取 这 个 点 伍 顶 ， 在 这 些 联 线 中 任 取 若 二 个 做 这 ， 


总 可 做 成 一 个 图 ， 这 些 图 构成 一 个 集合 ， 记 作 Gu ， 这 个 集合 
的 维 是 


1Ga1=2.2) 
在 # 个 项 中 ， 任 取 6 个 项 ， 伍 成 一 个 一 集团 ， 取 此 名 一 信 
m R 
团 做 为 其 所 含 集团 的 图 ， 共 有 2“ 2 ) -《〈《 2) 个, 但 在 # 个 


贾 中 任 取 户 个 项 ， 共 有 ( ?个 到 法 ， 若 取 G8 记 这 样 的 图 的 集 
合 ， 风 


De 


Cn Ct 
1GA Ce)202) C2) 


i 加 
IG,! 2C2) 
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0) < 


故 当 mn< 2”” 时 ， 
上 Ge 工 
15o < 


辣 理 , 在 4 个 项 {01,2,，…，vs } 所 成 的 罚 集 ， 找 合 
8 一 稳固 集 的 图 ， 这 些 图 ， 构 成 一 个 集 合 。 它 的 个 数 与 G, 的 
个 数 的 比 ， 也 小 于 1 /2 ， 即 在 Gy 中 ， 含 A 一 集团 的 图 ， 其 个 
数 少 于 1c，j 的 一 半 ， 在 G* 中 ， 
含 & 一 稳固 集 的 图 ， 其 个 数 也 
少 于 |Gs ] 的 一 半 ， 赦 在 Cr 中 
必 有 图 ， 既 不 含 R 一 集 图 ， 也 
不 会 h 一 稳 辕 集 ， 故 
NCUk, hy 2)>282, 
定理 13.4 N(3,3;2)= 6。 
证 据 定 理 13.2 知 医 13. 3 
N(3,332D EN (2,332) + N(3,232) = 6， 
作 图 玉 。， 记 其 5 个 顶 为 0，1，2，38，4， 凡 二 数 之 差 为 
1 的 ， 联 边 染 红 ， 其 他 一 对 一 对 的 点 联 边 染 绿 ， 则 这 个 ,的 
边 染色 法 中 ， 每 组 同色 边 集中 既 无 3 一 集团 ， 也 无 3 一 稳固 
集 ， 故 应 有 N ( 3,3;2) 盖 5， 
或 NWN(3,312) 之 6， 
综合 这 两 种 情况 ， 有 
N(3,312)= 6 。 
定理 13.5 N(3,4;2)= 9。 
证 据 推 理 13,26， NN(2,442) = 4，N(3,3:2)= 6， 二 
者 都 是 偶数 ， 故 
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(ds<s4+6-1=9。 

作 8 阶 的 完全 医 天 。:， 记 其 顶 为 0，1，2，3，4，5， 
6，7， 凡 二 数 之 差 为 1 或 4 
的 联 边 , 梁 红 , 其 他 一 对 点 联 过 
染 绿 ， 则 这 个 大， 的 图 , 既 无 红 
三 角形 ， 也 无 绿 完全 四 点 形 ， 
故 


N(3,412)> 8， 
或 N(3,432) 之 9。 
综合 这 两 种 情况 ， 乃 有 
N(3,432) = 9 。 
(证 毕 ) 
定理 13.6 N (3,5;2) =14。 
证 据 定理 13.2， 有 
N(3,5382) ENG2,532) + N (3,432) = 5 + 9 =14。 
作 13 阶 的 图 ， 顺 次 记 其 项 
为 0，1，2，3，4，5， 
6，7，8，9，10，11，12， 
其 中 是 13 的 8 次 狂 余 的 。 有 
1，5，8，12， 风 二 顶 记 数 
之 差 是 13 的 3 次 琵 余 的 ， 联 
边 ， 则 这 个 图 既 无 3 一 集团 ， 
也 无 5 一 稳固 集 , 故 N (3, 432) 
i 之 14， 综 合 二 者 ， 乃 有 定理 。 
图 13,5 《证 毕 )》 
定理 18,7 NN(4, 4; 2 ) =18， 
证 NC8, 4,，2):N(4, 3; 2)=9 
故 Cd4，45 2 )E9+9=18 
作 17 阶 图 ， 硕 次 记 其 项 为 0，1，2，3，4，5，6)， 
357 


7, 8, 9, 10, 11, 12, 
13，14，15，16， 任 取 二 
顶 ， 其 标号 之 差 是 17 的 2 
次 剩余 数 的 联 边 ，17 的 二 
次 剩余 数 共 有 1，2， 4， 
8，9，13，15，16 按 这 
个 规律 联 边 所 得 的 17 阶 
图 ， 无 4 一 集团 ， 也 无 4 
一 稳固 集 ， 故 
图 13.6 N(4, 4;2)>18。 
综合 上 二 情况 ; 乃 有 NN ( 4，4s 2 )=18。 
定理 13.8 NN(8, 6; 2 ) :=18。 
证 N(2,632)=6,N(83,6:2)=14, 
二 者 都 是 偶数 ， 据 推理 13,2,, 乃 和 有 NN( 8,6;2) 信 19。 

此 时 不 能 再 用 上 定理 的 图 13 . 6 ， 困 在 这 个 网 里 确 有 3 一 
集团 ,比如 0， 8，9 三 点 ， 便 构成 了 一 个 3 一 集 财 ,08 应 联 边 ， 
0 9 应 联 边 , 8 , 9 之 差 是 1 ,也 应 联 边 ， 这 便 征 一 个 3 一 集团 ， 
但 Greenwood 与 Gleason (1955 ) 和 及 albfleisch 与 Stenrtou 
《1968 ) 分 别 找到 了 16 点 形 ， 将 其 边 3 一 着 色 ， 图 中 出 现 没有 
同色 的 三 角形 ， 这 便 证 明了 N ( 3，652 ) 之 17， 综 合 两 种 情 
况 ， 证 明了 NC 8, 6 ;2 ) =I7 或 18 或 19。 

作 K1;, 可 以 将 其 边 染 色 使 不 出 现 3 一 集团 或 6 一 稳固 集 。 
即 N《 38,6,2 ) 之 18. 再 往 证 N( 8,6 ;2 ) 和 18. 二 者 综合 
乃 有 N(C(8,632 )=i8, 

读者 对 此 如 有 兴趣 ， 可 人 参看。 

i,. Andrew Sobcqyk，Graph Coloring and Com- 
binatorical Numbers Cand.j.Math。20(1968 ) 520 一 534 。 

2. J],G.Kalbfleisch, Construction of Special edge 
-Chromatic Graphs, Canada Math.Bull,8(1965)525—-584。 
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34 NG8s，3，3,…:3， 2 1) 的 确定 
t 


以 上 只 讨论 了 拉 姆 级 数 N(q,,9:; 2 ), 但 拉 姆 绥 数 入 (q1， 
qz，…，g:32 ) 如 何 确 定 ， 企 未 涉及 ， 以 下 将 专门 研究 六 
( 8， 3,"…, 8 ;2 ) 的 确定 为 此 ， 先 对 这 个 数 作 以 下 解释 。 


一 


所 谓 将 "一 集 S 所 有 2 一 子 集 作 分 划 
Ps(S) = AYA UUA: 

实际 上 可 以 理解 为 将 nr 阶 图 的 边 用 # 种 颜色 加 以 涂 当 ， 每 种 颜色 
的 边 集 即 上 分 划 中 的 一 个 4i。 所 请 存 在 子 集 (9p 4hD， 六 
存在 4: 点 集 所 成 集团 中 的 每 一 边 都 是 第 i 色 ， 特 别 当 g，= 
Ga=…=9i=3， 则 (gj 4.) 间 即 有 三 角形 ， 其 三 边 统 是 
第 ! 色 ， 为 此 ， 蛋 进 下 概念 ， 好 着 色 ， 将 单纯 图 G=【〔〈 天 ,已 ) 
的 边 着 色 ， 使 涂 染 的 结果 ， 没 有 一 个 三 角形 的 三 边 同色 ， 设 
#《q) 记 最 大 完全 图 的 阶 数 ， 该 图 是 可 好 9 车 色 的 。 

设 用 N(8 ,3 ,…, 8 ;2) 记 拉 姆 绥 数 ， 则 显 见 


a 
nl(q) = NC3,3,..,38,2)— 1 


| 人 
定理 13.9 设 "( 9 ) 是 一 个 边 好 g 着 色 的 完全 图 的 极 大 阶 
9 
数 , 则 wtD<ol 台 直 
k=0 ~ 


证 设 *(9) 是 一 个 边 好 着 色 的 完全 图 的 极 大 阶 数 ， 在 
其 weqs 中 任意 取 定 2， 自 6 到 其 他 各 顶 联 边 , 这 些 边 都 染 以 第 ;种 
颜色 ， 命 这 些 顶 点 所 成 集合 为 4;， 风 完全 图 Ka; 的 边 将 是 好 
一 (&- 1) 一 着 色 的 ， 
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故 14l<n(g- 1), 


故 za(O -1=da(oO= SACgnlg- 1 ), 
但 显 有 n(1)E1 +1 
n(2) 2n(])y +1 


ng—- 1) 1)ng- 2) +1 
n(g)<gn(g— 1) +1 


a 
故 nD<j+tgtrg lq-1)++g1 +q1 = 立 对 。 
0 


a 
到。 f(g) -gf 总 二， 上 公式 可 以 写 席 
0 


nq) f(g)。 

当 g= 1,2,8, 有 n(q) =f (q), Yq= 1, f(1)-2, 
而 天, 确 有 一 个 好 1 一 着 色 ， 故 n(1)- 2。 对 于 g= 2， 有 
f(2)= 5 ,而 KK 有 一 个 好 2 着 色 , 故 n( 2)= 5。 对 于 g= 3 ， 
有 f(3 ) =16, 而 K,。 恰 有 两 个 不 同 构 的 好 3 一 着 色 , 故 4( 38) = 
16。 对 于 g = 4， 有 fj(4)=65。 但 目前 尚未 找到 太 ，s 的 好 一 4 
一 着 色 ， 但 已 找到 了 五 。 的 好 4 一 着 色 吕 。 

Jon Folkman 于 1974 年 自 K ie 的 性 质 , 研 究 了 关 ss 的 性 质 ， 
证 明了 mn(4)? 寺 65， 故 nr( 4)< 生 54， 但 已 知 对 六。 有 一 个 好 一 
4 一 着 色 ， 故 n( 和 44) 之 64， 综 合 二 者 ， 知 4( 和 4)=64， 于 是 

NC(8,83,8,832)=64+ 1=65。 

总 结 本 章 研究 的 结果 ， 到 目前 为 止 ， 所 有 已 知 的 拉 姆 级 数 

是 


国 KK 的 一 个 好 一 4 一 着 色 . 见 C，Berge， Graphs amd Hypergraphs ( 瑞 
译本 ) .441, 但 未 指明 出 处 ,这 里 推出 N(3，3，3，3 :2)=65 在 一 般 文 献上 
均 未 得 见 ， 
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N(gq1,g»: 2) 


11 284567 
TI1iil1111 
2|1234567 
3|1869 341418239 
4|114 038 
5 | 1 514 
6811 618 
711 7 230 


有 CC3， 3，352) 一 17， 
N(83,8,8,8;2) =65, 


关于 拉 姆 绥 数 N Ck, i 2 ) 的 确定 ， 最 近 有 新 的 成 果 ， 它 是 


345 .67 
3 6 9 14 18 23 
4 | 8 28 44 66 
5 | 55 94 156 
6 178 322 
7 626 


读者 如 有 兴趣 ,可 参看 : Journal of Combinatoial The 
ory，Series B，Vol。 27, No, 8, DeC, 1979, 


全 N( 3，7: 2 ) =23， 是 RGraham 的 研究 成 果 见 R.Graham,，On 
Edgewise 2 一 Colored Graths with Monochromatic Triaagles and 
Containitg no Complete Hexegon, 1, Comb.Theory, 4 1968, 
300~~301 
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习 题 


工 , 试 证 明 ，( 1 ) 在 一 个 边 长 为 1 的 正三 角形 内 性 取 5 点 ， 则 其 中 至 少 有 有 
2 点 ， 其 同 距离 宇多 为 1/2。 。 〔 2 ) 在 一 个 边 长 为 1 的 正 注 裔 形 央 任 取 10 
点 ， 则 其 中 至 少 有 2 点 ， 其 间距 高 至 多 为 1/3。 (3 ) 试 求 一 个 正 整 数 fCm) 。 
使 得 在 边 长 为 1 的 正三 角形 内 任 取 7 ( m ) 个 点 、 至 少 其 中 有 2 点 ， 其 间 的 距离 不 
大 于 1/n。 

2 。 设 和 及: 均 为 正 整数 且 93f， 试 求 拉 姆 级 数 NN ( tf，93: 1)】， 

3. 设 41，9:，…， 9 与 f 均 正 整 数 ，g,f 对 2，…，# 均 成 
立 ， 又 设 r 一 maxf 91，&2，…g@n}， 试 证 明丽 (六 了 + Nos, 


44，*…，9 + ) 。 由 此 导出 : 钨 证 明 拉 姆 级 定 至 ， 只 须 在 91=94 二 … 一 4# 的 情 


形 下 证 明 即 可 。 

地， 试 证 明 : 

N(R Da, lei 2 NT 2 Qn: 2 ) 二 (91 22 
~ an) tt Ng 929,", nm 1; 2)~mt2, 


+ am)t 


a 
4 2 ) 二 nt 


3; 2 》， 试 证 明 : 


5 . 试 证 明 : N 《21 下 1 93 十 工 
6 . 以 Ne 来 沁 N (3 


3 


4 个 

(i)Ngsa (Na-1~1 )+2. 

《 2 ) 注 意 到 Ns 二 86， 用 ( 1 ) 证明， Ngq<( ql e)+1 

{《 3 ) 推导 出 和 Ns 二 17。 

了 . 单纯 图 G 与 右 的 合成 定义 为 一 个 单纯 图 G ( 再 ) ， 其 顶点 集 为 X(G)X 
区 ( 刀 )， 两 点 (x，2 ) 与 ( x1,y1) 下 邻 的 充 要 条 件 是 (xx1 JEE(G) 或 
者 x 二 x 二 (y，y1)6B( 日 ), 又 以 a(G) 表 示 图 G 的 最 大 的 维 数 ， 
试 证 朋 : 

【1 a(GCH))Sa Ga HD): 

《 2 ) 用 ( 1 ) 证 明 ; 

NETI, RIt1: 2)~1l(N(GR+TL E+ 人 一 DC] 二 于 2)—D). 


(git 0+ 
gl Qo 


《 3 ) 由 此 导出 ， C2" 十 1，2 ”十 4; 3) 十 1， 对 一 切 ns 0 均 
成 立 。 
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明 ， C3 与 Cs 的 沪 Ca Cs 贡 议 2 个 长 分 中 为 3 及 5 的 茹 级 图 , 使 
边 所 得 之 攻 ， ) 不 含 乓 6， 但是 每 一 


其 中 一 人 
种 演 的 二 色 染 法 均 导 致 出 现 疝 色 三 角形 . 

$. 设 G1，Gz，…，Gm 是 单纯 图 ,广义 拉 姆 组 数 育 ( G+. Gns,… ,Gm ) 是 
这 样 一 个 最 小 正 束 数 x*， 它 使 上 "的 所 有 的 边 汶 色 集 法 C1， 避 2，…，。 玉 各 ) 中 都 
会 有 一 个 对 某 个 i 而 言 同 构 于 Gi 的 荔 i 种 色 的 部 分 图 ， 试 证 号 : 

(1 ) 媳 Ps 是 长 为 3 的 初级 链 ，C4 是 长 为 4 的 初级 者 , 则 : N 《Ps,， Ps 》 
=5, NCPs, Ce)=5, NCC4Ce =Bs 

《 2 ) 设 全 是 mw 个 顶点 上 的 全 一 课 桂 , 如 m 一 1 可 整 共 # 一 1 , 则 NN CT, Ki, n) 
m+n 1 

《3 ) 如 TT 是 和 个 顶点 上 的 任 一 操 树 . 风 N(T, Kn)={m 一 D)(n 一 D+1。 

10. 设 (51，S2，…，5s) 是 整数 集 { 1，2，…， 只 as } 的 任 一 划分 ， 
其 中 太一 六 ( 3 3 3; 2 》， 则 总 有 某 个 ;使 8i 中 含有 满足 方程 x 二 y 一 


n 


z 的 三 个 整数 x，y 和 2z。 

了 .以 S 类 示 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 ， 即 将 整数 集 { 1 ，2，…，Sa} 分 
为 "个 子 集合 的 任 一 个 划分 中 ， 均 至 少 有 一 个 子 集合 含有 满足 方程 x 十 y 一 :的 三 个 
数 x, ?,zK x%,3，2 不 一 定 不 同 ) ， 试 证 胃 : 91 一 2，82 一 5 ，33 一 14， 

12, 记 续 9 "的 意义 如 上 题 ， 试 证 明 ， 

《17235r 盖 3Sni 一 1， 


( 2 ) 由 ( 1) 及 Ss 一 14 的 事实 证 明 : Sn 27 +1). 


13. 试 证 明 ， 如 {x1.xz,…,xw } 是 平面 上 政 径 为 1 的 点 集 ( 即 尾 两 点 间 的 
距离 最 大 为 1 ) ， 则 其 中 距离 大 于 工 /w/ 2 的 点 对 的 最 大 可 能 个 数 是 【 52732 
两 且 此 上 手 总 是 可 以 达到 的 。 

14, 设 {%1,x2,,xn》 是 平面 上 直径 为 1 的 点 集 ， 

《 1 ) 试 证 明 : 距离 为 1 的 最 大 可 能 点 对 数 是 n; 

《 2 ) 在 平面 上 构造 一 个 直径 为 1 的 点 集合 ， 愉 好 使 其 具有 # 对 点 距离 为 1 。 

15， 半 色 为 英里 的 平面 三 形 城市 ， 由 十 八 个 警车 巡逻 ， 它 们 世 困 无 线 电 通 
讯 ， 若 一 个 无 绫 电 的 范 轩 为 9 英里， 试 证 明 不 管 什么 时 候 ， 至 少 有 疝 个 率 ， 至 
少 可 以 和 其 余 6 个 车 通讯 - 
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第 十 四 章 超 图 


$1 基本 概念 


在 以 上 各 章 讲 图 的 理论 时 ， 我 们 已 熟知 一 个 图 ， 就 是 在 一 
个 % 一 集 习 里 ， 任 取 若 于 个 2 一 子 集 , 其 所 成 集合 记 为 五 ， 集 大 
和 忆 所 和 构成 的 组 合 ， 叫 做 图.* 一 集 苞 里 的 元 素 ， 叫 做 图 的 项 ， 
2 一 子 集 已 里 的 元 素 叫做 图 的 边 ， 一 般 记 为 图 =《 基 ,已 ) 。 
把 这 个 概念 推广 一 下 ， 已 给 x 一 集 戒 ， 在 这 个 * 一 集 里 任 选 若干 
个 子 集 ， 这 里 子 集 不 一 定 都 是 2 元 的 ， 这 樟 的 组 合 ， 我 们 依旧 
把 它们 叫做 图 ， 集 苹 里 的 元 未， 照样 叫做 图 的 顶 ， 子 集 照 样 叫 
做 图 的 边 ， 不 过 这 时 图 的 边 也 就 不 一 定 只 含 两 点 了 ， 我 们 把 这 
样 的 图 叫做 超 图 。 在 超 必 里 也 可 能 含有 环 ， 即 一 条 边 只 合 一 个 
顶 。 著 边 只 含 二 项， 照样 用 一 条 约 
六 曲线 把 它们 联接 起 来 ， 洲 一 条 边 
包含 多 子 两 个 项 的 ， 可 用 一 条 封闭 
的 约 丹 曲线 ， 把 它们 包 图 起 来 。 超 
图 记 作 

H=(X, GC)。 - 

下 是 超 图 五 的 项 集 ，C 是 超 图 
五 的 边 集 ， 如 右 图 14.1 便 是 一 个 超 
图 ， 其 顶 集 是 

= {XN Xs Kes Xr }S 

边 集 是 G = {EE1,E,,E,,E,,E,}, 

在 这 个 超 图 里 ， 边 已 ,是 一 个 环 ， 边 已 , 含 在 边 王 e 内 。 

提出 超 图 ， 其 目的 不 只 是 把 图 的 概念 予以 推广 ， 还 要 把 以 


前 研究 图 所 得 的 结果 ， 推 广 到 超 图 上 来 ， 看 那些 结果 ， 照 样 成 ， 


364 


立 ， 那 些 结果 ， 如 有 什么 变化 和 推进 。 

在 超 图 玉里 ， 若 二 顶 共 边 ， 则 此 二 顶 称 为 粕 邻 ， 同 样 ， 车 
二 边 有 公共 顶 ， 则 此 二 边 也 叫做 相 都 。 

超 图 同样 有 它 的 顶 边 结合 矩阵 《ai ; ) ， 这 是 一 个 (0,1》 
一 矩阵 。 取 超 图 的 边 为 列 顶 为 行 ， 并 取 

oo 

同样 可 取 《a1; ) 的 转 置 手 阵 (oj; )“， 也 得 一 个 (0,1)》 
一 矩阵 ， 这 个 矩阵 也 表示 一 个 超 图 ， 取 原 超 图 互 的 顶 为 边 ， 原 
超 图 互 的 边 为 顶 ， 不 改变 顶 边 结合 关系 这样 的 超 图 叫做 原 超 
略 的 对 侦 超 图 ， 记 作 五 *， 由 此 显 见 《 五 * )*= 瑟 ， 即 超 图 如 
的 对 偶 图 豆 *， 其 对 偶 必 是 原来 的 超 圆 。 

已 结 超 图 百 =( 邢 , @)， 在 X 中 任 取 子 集 SCX(CS 
寺 由 )， 函 数 
rs =max|lSNE'| (EEE) 


称 为 超 图 电 的 牧 函 数 ， 实 际 上 这 是 超 图 玉 的 边 合 在 顶 集 S 里 的 
极 多 项 数 ， 若 取 S = 六 ， 则 
rtX)=max( XE;) (EECE) 


称 为 超 图 瑟 的 秩 ， 它 是 超 图 玉里 边 所 含 顶点 的 极 大 个 数 。 设 对 
每 一 有 18 =r (六 )， 此 时 ， 右 所 有 的 边 上 的 顶点 个 数 相 
同 ， 超 图 态 叫 做 秩 为 r( XX ) 匀称 的 。 辟 如 没有 孤立 点 的 图 
G= (XX， 忆 )，, 便 是 一 个 秩 为 2 的 匀称 图 。 
和 一 般 图 一 样 ， 超 图 也 有 所 谓 部 份 图 与 子 图 ， 在 里 任 取 
子 集 久 CE， 用 .做 为 边 集 构成 超 图 日 = (Xs， 笋 ) 其 中 
Xs= 【jE;， 则 Hs 菊 为 超 图 态 的 部 份 超 图 ， 又 车 在 X 


EiEs 
里 任 取 子 集 4C 大 5 4 万 申 ) ,在 每 一 边 上 保留 项 点 含 在 4 里 的 
做 为 边 、 构 成 边 集 G ，， 得 超 图 态 。=〈 4，G 4 )， 其 中 
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4 和， 4CX G4 = (hiET， FE, EN 
4 二 中。 

设 r ( S ) 是 超 图 五 的 铁画 数 ， 则 子 图 豆 。 的 秩 函 数 便 是 
riCSh4)， 当 SC4， 自 有 rs(S) =r(CS)。 

由 于 超 图 瑟 的 边 中 ， 可 能 包含 很 多 个 点 ， 于 是 恒 产 生 所 谓 
R 一 截 这 个 概念 ， 超 图 五 的 & 一 截 定义 为 

Ha= (XX, Eh) 

五 k 仍 是 一 个 超 图 ， 其 顶 集 仍旧 是 区 ， 其 边 集 ， 则 在 原来 的 每 
一 边 上 取 不 超过 个 点 做 边 ， 亦 即 态 : = 《及 ，Gh% )， 其 中 

GR= {FPF/FCX,1SIFIEE FC 某 一 边 E', FE:EC )} ， 
这 个 & 截 再 8 是 一 个 单纯 图 ， 在 每 一 点 上 有 一 个 环 ， 且 若 原 超 
五 的 秩 函 数 是 rz〈S ) ， 风 k 一 截 HH& 的 秩 函 数 

ri(S)=min{k,r(S)}, 

在 R 一 截 中 ， 我 们 特别 感 兴趣 的 ， 当 然 是 2 一 截 吾 :， 设 在 这 个 
五 ,上 会 弃 每 一 顶 上 的 环 便 得 一 个 单 绝 图 ， 其 每 一 边 只 会 2 一 
页， 这 样 的 图 , 记 作 〈 五 )，。 

很 明显 ，( 五 )。 是 一 个 平常 的 图 ， 它 的 项 集 是 原 超 图 的 
顶 集 , 它 的 边 是 在 电 的 每 一 边 里 ( 当 这 条 边 上 顶点 的 个 数 之 2 
时 ), 任 取 二 顶 的 联 边 ， 玉 的 每 条 边 ， 在 ( 瑟 )， 里 对 应 一 个 集 
团 ， 反 过 来 不 一 定 正确 。 


(二) 
图 14.2 
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在 上 图 14,2 里 ，( 一 ) 是 原 超 网 ，( 二 ) 是 它 的 ( 末 )。 
在 ( 厅 ), 里 (x。,x,, Xx,) 构成 - -个 集团 ， 这 是 原 图 五 的 一 条 边 
石 ,， 但 集团 《 x1, x:, x3 ) 不 对 应 于 吾 的 边 ， 在 五 里 没有 那 一 
条 边 ， 包 含 这 些 顶 ， 在 图 如 里 因 边 上 前 顶点 可 能 多 于 2， 故 
在 一 条 边 里 ， 可 能 再 含有 边 。 例 如 (一 ) 中 的 边 【xz,x%x] 与 

[xs,%i] 均 会 在 边 E 内， 若 在 超 图 里 一 条 边 E， 不 被 其 他 的 
边 所 包含 ， 则 这 样 的 边 称 为 是 极 大 的 ， 同样， 在 《如 ) ; 里 ， 

任 一 集团 ， 不 被 其 他 集团 所 包含 的 ， 也 叫 极 大 。 在 及 里 有 极 
大 边 集 6 max， 在 《 右 ) :里 也 广 极 大 集团 集 久 max， 著 瑞 与 
(五 ) :有 关系 Emax= 久 uaxs 则 诠 图 电 叫 做 保 形 的 ,图 
14.2 的 超 图 玉 ， 不 是 保 形 的 ， 因 在 ( 厅 ): 里 集团 (x), x,，xs 》 
是 航 大 的 ,但 在 日 里 根本 就 没有 这 样 的 边 。 关 于 保 形 图 ， 有 下 
基本 

定理 14.1 超 图 末 是 保 形 的 其 充分 和 必要 条 件 是 图 (HH) 。 
的 每 一 集团 ， 都 含 在 末 的 一 条 边 内 。 

证 (如) ,的 每 一 集团 ， 总 含 在 一 个 极 大 集团 内 ， 这 个 极 
大 集团 ， 据 定理 假设 ， 含 在 玉 的 一 条 边 内 ， 这 条 边 在 开 里 必 极 
大 ， 故 

CF nax EE maxo 

反 过 来 ， 吾 里 任 一 极 大 边 ECmax， 在 (及 ), 里 对 应 一 
个 集团 ， 这 个 集团 必 极 大 。 否 则 在 ( 瑟 ), 里 将 有 极 大 集团 C 包 
含 这 个 集团 ， 但 据 假设 ，C 含 在 五 的 一 条 边 内 ， 故 原来 的 瓜 大 
边 也 就 不 极 大 了 ， 从 而 


EmaxE Fmaxs 
于 是 Cmax= rmaro 、 
即 罚 召 是 保 形 的 。 ‘证 毕 ) 
§ 2 ” 超 图 的 链 和 圈 


在 超 图 条 上 也 有 所 沽 链 和 图 ， 设 在 如 图 矿 = (了 ，C) 里 在 
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在 一 个 点 过 序列 
HHAE XEsE 0), 
其 中 %: 是 及 的 相 异 顶 , ;是 瑞 的 相 异 边 ， 且 
NisNir1 EEL: Ch=1,2,.,9) 
序列 4 中 共 含 4 个 相 异 边 ， 若 xa+ ,三 *;， 序 列 4 是 及 的 一 条 ( 初 
级 ) 链 其 长 为 9， 若 Ye+1= Yi 序列 4 便 是 豆 的 一 条 《初级 ) 
图 ， 其 长 为 9。 


, 


图 14.3 (=) . 

图 14,3 中 的 (一 ) 是 一 条 链 ，《 二 ) 是 一 个 图 ， 二 者 的 长 
分 别 是 4 与 6。 

若 超 图 百 上 有 链 起 于 项 e， 止 于 项 8， 便 书 

d=b, 

读者 不 难 证 明 “ 三 ”是 一 个 等 价 关系 ， 此 时 称 a 到 5b 是 联接 的 。 
营 在 超 图 日 土生 取 二 顶 x、y, 总 有 x 三 y， 则 瑞 称 为 是 联接 的 。 
由 于 等 价 关系 ， 便 可 将 任 一 超 图 恕 分 成 若干 个 等 价 都 份 ， 称 为 
超 图 的 联 贸 的 分 子 图 ， 若 C 是 超 图 玉 的 一 个 联接 的 分 子 图 ，C 
与 边 E 相 交 ， 则 C 必 包含 边 E。 所 滑 C 与 边 E 相 交 ， 即 在 C 中 有 
按 与 五 相交 ， 故 五 与 链 中 的 任 一 边 都 有 等 价 关 系 ， 故 已 属于 C。 

在 第 三 章 ， 我们 曾经 讲 过 一 个 图 G= (XX, ) 的 圈 维 
数 y=m -nt+ 思 ， 其 中 m=m(G) 是 G 的 边 数 ，、n=#(G) 是 G 的 
顶 数 〈 即 G 的 阶 ) ，p 是 G 的 联接 的 分 子 图 的 个 数 ， 图 上 口 无 图 
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的 充 要 条 件 是 
?= 了 一 和 二 0 
在 超 图 百 里 ， 在 什么 情况 下 , 已 才 没 有 圈 呢 ? 于 此 ， 有 下 
定理 14.2 ” 设 超 图 末 =《 义 ，@ ) 含 f 硕 ，m 边 ，p 个 联接 
的 分 于 图 ， 则 妃 无 圈 的 充 要 条 件 是 


DUE-1)=n-p。 C1) 


证 “ 作 商 分 图 G( 吾 )， 取 超 图 如 的 顶 种 为 丙 分 图 G( 吾 ) 的 
一 组 项 ， 取 忆 的 过 做 为 G( 甩 的 另 一 组 硕 ， 当 上 且 仅 当 顶 *; 在 
边 忆 ;上 便 联 按 xj 豆 ; 作 为 G 万 ) 的 一 边 ， 这 个 两 分 图 G ( HH ) 


共有 m+4 个 顶 ， 台 || 条 边 ，p 个 联 搂 的 分 子 图 。 超 图 玉 天 


关 ， 当 且 仪 当 两 分 图 GC 二 ) 匹 轿 。 生 车 太 有 p 个 联接 的 分 子 
图 ， 则 GCH} 也 有 zp 个 联接 的 分 子 图 。 两 分 图 无 加 的 充 要 条 件 
是 

y= DIEN- (m+n) +p=0, 


jl 


- 或 BEN-1) -8+D=0， 


dn 

此 即 (1)。 
《证 毕 ) 

推理 14.2。 设 超 图 过 是 联接 的 ， 则 瑞 无 图 的 充 要 条 件 是 

FE-1)=n-1, 

i 
证 在 (1) 中 ，、 取 p= 1 即 得 。 《证 举 》 
叉车 1Ei| = 2 对 一 切 ; 均 成 立 ， 超 图 万 便 是 一 个 一 般 的 图 、 

此 时 公式 ( 1) 便 转 化 为 m -n+ p= 0。 
扒 理 14.25， 设 妃 = (X，G ) 是 一 个 超 图 ， 其 中 
GG= {E/EI}, 


3 的 


唱 妃 不 含 图 的 充 要 条 什 是 
EN>B UE-1) Cch Trb) 

对 一 切 JVC 7 均 成 立 。 

证 设 末 包含 一 个 峰 ， 

H= (Eo BE, Ea, ), 

其 长 为 g, 命 Q = { 1, 2,…,9}， 图 中 所 合 的 相 漠 顶 集 记 作 

昼 i， 其 中 每 相 邻 的 二 边 ， 有 有 一 公共 顶 0;:， 故 

INE SS 1B {0} = SUE-1), 


此 证 ， 当 五 有 圈 ， 接 理 14.2 中 的 条 件 不 成 立 。 . 

设 超 图 过 不 含 图 ， 则 任 一 部 份 边 族 {fiE7，JCIT} 也 
不 合 团 ， 到 此 边 旋 ， 做 成 一 个 部 份 超 图 ， 设 此 部 份 超 图 有 全 
联接 的 分 子 图 ， 据 定理 14.2， 训 


ZEd- 1) = 1UE- p<IVE, 


i 


或 IVEi> 之 UE -1)。 


此 式 对 任 一- 部 份 边 族 艾 成 立 ， 豆 推理 的 结果 能 成 立 。 
以 上 证 明了 着 超 图 及 有 图 ， 挫 理 的 结论 不 成 立 ， 若 超 图 形 
无 图， 挫 理 的 结论 能 成 立 ， 故 推理 得 证 。 


《证 毕 ) 
推理 14.2。 超 图 末 = ( 鲜 ，@ ) 无 弧 立 点 ， 具 个 联接 的 
分 子 图 ， 售 "个 项 ， 和 唯一 一 个 圈 ， 其 充 要 条 件 是 


SNEN-1) =n-p+lse 


i 


证 在 定理 2% 的 证 明 中 ， 所 定义 的 两 分 图 G ( 态 ) 上 ， 有 


2 个 联接 的 分 子 图 ， m+ 个 硕 ， 守 | 有 ;| 条 边 ， 丛 有 一 个 图 ， 
其 充 要 条 件 是 | 
70 


y= DE- Cmtn)+p=1。 《证 毕 ) 


i 


.3 起 图 的 代表 图 


已 给 超 图 互 =《 巨 :五 :下 天 ) 取 五 的 边 做 项 xX，， 
xz，…sxn 5 当 且 仅 当 两 边关! 站 Xj 二 局 时 ， 始 将 x; 与 yi 联 
边 ， 得 图 G， 这 个 图 称 为 超 图 太 的 代表 图 , 记 作 G= 工 ( H )， 
图 G 了 路 代表 的 只 是 超 图 互 的 边 及 其 间 的 相互 关系 。 很 明显 ， 图 
G 是 单纯 的 。 设 日 = 《 忆 ， 久 ,天 。,，…, 久 sn ) ， 其 中 每 个 Xi: 都 
是 E 的 一 个 于 集合 ， 作 其 项 边 结合 矩阵 ， 再 作 

H*= (KE,,E,,",Em), 
显 见 五 的 代表 图 G = 工 《五 ) 的 结合 矩阵 ， 是 豆 * 的 结合 矩阵 
的 一 部 份 〈《 对 应 于 EE, 的 每 个 列 只 取 两 个 “1”), 于 此 有 
下 

定理 14.3 ” 设 G 是 一 个 单纯 图 , 具 顶 集 半 ,再 设 {E ,Ei， 
…， 五 a } 是 站 的 一 个 于 集 糙 ， 具 下 列 性 质 ， 

《 1 ) 每 一 Ei 是 G 的 一 个 集团 ( 即 E; 中 每 二 点 的 联 线 都 
是 G 的 边 ) 。 

〈2 ) G 的 每 个 顶 和 每 条 边 至 少 被 一 个 Bi 所 复 兽 ， 
则 GG 是 超 图 瑞 *=《 贸 ; 忆 1, 忆 ,，,…,Em ) 的 对 侦 图 日 的 代表 
图 。 

反之 ， 设 G 是 超 图 已 =《 情 ; 基 ，, 半 ,六 m ) 的 代表 图 ， 
刚 妃 的 对 侦 图 五 = 【部 ;五 已: 五 m ) 满足 特性 ( 1 ) 与 
(C2)。 

证 据 代表 图 的 意义 ，G 的 点 边 结合 矩阵 ， 实 际 上 是 H* 
的 结合 矩 阵 的 一 部 份 ， 在 G 的 结合 年 阵 中 ， 每 列 Ej 含 二 非 零 元 
素 “1? 的 ， 这 两 个 “1” 相 应 鸣 行 设 为 xi 与 %* 则 万 ; 便 可 视 为 
G 的 二 顶 x; 与 *; 的 联 边 。 在 末 * 沟 结合 逢 阵 里 a;; =06, =1， 反 
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映 到 恕 的 结合 矩阵 上 来 , 便 是 9;; = ai = 1， 即 及 的 边 六 i 与 XX 
有 交点 e;}， 即 G 里 应 有 边 〔x;，x,] ， 亦 即 G = LH) o 
《证 毕 》 
由 以 上 定理 的 证 ， 可 知 一 个 超 
图 末 , 仅 有 一 个 代表 图 ; G= 工 
〈 妃 ) 。 反 过 来 ， 一 个 单纯 图 @C = 
〈 瑟 ， 互 ) 可 能 是 多 个 超 图 瑟 的 代 
表 图 ， 徊 如 图 14,4 
G= (天 ,已 ) ， 其 中 “ 
X= {gb,c,d,e}, 图 144 【一 )》 
E= {Cab], Casc), Cb,c), Cd, etd,c), Le,c}}, 
它 的 顶 边 结合 矩阵 是 


ol 和 
-orpon 
-oo 


| 


oooprporT 


e 
0 
0 
0 
1 
0 
1 


| 
6 \ooiln 


由 于 我 们 只 考虑 相 邻 的 关系 ，1, 2, 3 行 可 以 合并 ，4, 5,6 行 


B 
A , Wd 


E 4,86) 


152,34 


B 
赴 加 Hi 阶 = 2 pi 
{by 


图 M4 (二 ) 图 14.4 (三 》 
超 图 万 1， 阶 一 2 甩 2， 阶 一 匀 
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可 专 合 并 ， 将 a,6cyd，e 看 成 
5 条 边 ， 可 竹 一 个 取 G 为 代表 
图 的 超 图 五 ,。 很 明 显 ， 这 个 
超 图 ， 它 的 代表 图 是 图 C。 

车 将 1、2 合 并 到 3, 5、6 合 并 
到 4 ， 便 有 图 (三 )。 若 将 每 一 
点 看 成 一 个 独立 的 点 ， 可 得 图 i 
(四) 。 图 (三 ) 的 超 图 如 a 
其 阶 为 6， 图 ( 四 》 的 超 图 末 s， 其 阶 也 是 86。 由 此 知已 给 的 
单纯 图 G 是 三 个 超 图 玉 ,， 态 ,， 互 ,的 代表 图 ， 它 们 的 阶 分 别 
是 8， 6 ， 6 。 肢 然 一 个 单纯 图 G 可 是 多 个 超 图 的 代表 图 ， 在 
这 些 图 中 ,总 有 一 个 , 它 的 阶 最 小 。 设 记 这 个 极 小 阶 为 Q(G)， 
这 个 Q《G ) 是 否 可 以 预知 归 ? 为 此 ， 上 先 定义 一 个 与 图 G 相 关 
的 图 G。 已 知 图 G = (六 ，EE 》 ， 无 狐 立 点 ， 将 G 中 每 条 亡 ， 
代 以 一 顶 ， 设 G 里 的 二 顶 是 G 里 的 二 边 C4, 站 与 Cx， ， 
划 此 二 顶 联 边 ， 当 上 且 仅 当 Ca,6,*, 在 图 G 里 ， 不 构成 一 个 集 
团 。 芯 如 仍 取 图 14.4 中 的 (一 ) 做 为 G， 在 图 G 中 ， { Pi， 
PP } 与 { Q1,Q1,Q: } 各 构成 稳固 集 ， 将 G 的 顶 着 色 ， 显 
见 F(G) =2, 同时 QCG) =-2， 故 QCG) =p(G), 这 
个 事实 ， 实际 上 是 一 个 普遍 真理 。 


. b aby Cos? Te 


Lee] Qh QT 


{~)G (=)6G 
图 14.5 
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定理 14.4 已 给 图 FG = ( 针 ，)， 其 中 立 = 12， wsy 
…，Xn } ， 无 弧 立 点 ， 将 图 G 代 边 Ca 的 作为 项 ， 当 且 仅 当 
二 边 [9, 妃 、[x,y] 的 顶 集 [a,6,x, 六 在 G 里 不 构成 一 个 集 
车 对 ， 联 此 二 项 ， 得 图 G。 则 取 G 为 代表 图 的 超 图 ， 其 极 小 阶 
QCG) = 图 G 的 色 数 )(G) 。 

证 ” 设 图 G 的 色 数 为 ?( 区) 。 设 其 第 ?种 颜色 所 涂 染 的 顶 
集 为 51 ,Si 应 是 一 个 稳固 集 。 设 G 的 边 ra, 的 ESi ，Si 中 
会 G 的 若干 顶 与 若干 边 ， 当 边 Co, 纠 《Si ， 项 a 将 是 3; 中 一 
个 项， 或 与 5 中 每 一 顶 相信 。 裤 Si 中 G 的 顶 构 成 6 的 一 个 集 
图 已 ， 则 如 上 由 Si 所 定义 的 G 的 项 点 的 集团 共有 9 个 : 

[已 ,已 Be] 。 直 图 H*= [X;E,Es…,Eq] 具 下 
性 质 ， 

( 1 ) G 的 每 一 顶 和 每 一 边 ， 均 至 少 被 一 个 Ei 所 复 . 盖 ， 
获 自 定理 14.1 作 超 图 及 =《 瑟 ， 久 ) ， 则 G 将 是 超 图 百 的 代表 ， 
图 ， 这 个 超 图 玉 是 |E| = 9 阶 的 ， 于 是 

SCG)<9=yCG)。 

以 下 往 证 >(G) <Q(G)。 

设 已 给 超 图 是 = (EVX,,X,,…,Xn ) 其 阶 为 |E| = 
=-Q(4G)，G= 工 (五 )， 往 证 G 将 有 g 一 着 色 (3，Si， 

，55 )。 命 林 的 项 愉 属 于 & 条 边 的 成 一 集合 ， 记 为 4 ， 则 

[B= 1A + IA + At 

每 一 项 eE 41, 记 相应 的 1 一 集团 为 {Xi(。) } , 记 与 此 相应 的 
G 的 项 的 1 一 集团 为 { xi(。) } ， 每 一 项 eE 4? 恰 属于 两 个 集 
合 苹 i(e) 与 Xj(e), 记 与 此 相应 的 G 的 2 一 集团 为 { xi(e)， 
xj(e) } ， 狂 一 顶 eE .4s 的， 记 与 其 相应 的 G 的 3 一 集团 为 
{ 2i(e)，xife)yxhfe) 等 等 。 因 五 的 阶级 小 , 故 4 = 名， 
于 是 在 图 G 里 便 定义 了 g 个 集团 ( 五 ,， 书 。，…, 巨 9 ) ，G 的 每 一 
边 [xi ，xi ] 至 少将 被 这 些 集团 的 一 个 所 复 盖 ， 命 S : 表 示 G 
的 边 含 在 集 轴 忆 , 中 的 边 集 }S 表示 含 在 集团 碧 , 中 但 不 含 在 1 
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中 的 边 集 。S。 表 示 含 在 集团 已 ,但 不 含 在 刀 , 浅 瑟 : 由 的 边 集 ， 
则 集 族 ( S,，S:，…，36 ) 将 表示 G 的 顶点 的 一 个 9 一 着 
色 , 故 7 (G)<q=Q(G)。 
综合 以 上 两 者 , 乃 知 Q CG) =y(G)。 
《证 毕 》 
推理 14.4， 设 G 是 一 个 单 纪 图 ， 无 孤立 项 ,也 无 三 角形 ， 
但 具 坟 边 ， 则 以 G 为 代表 图 的 超 图 末 ， 其 极 小 阶 Q( G 》= m。 
证 图 人 共 含 o 个 顶 ， 由 于 图 G 无 3 或 3 个 以 上 的 顶 成 一 
集团 ， 故 人 的 每 二 顶 都 应 相 邻 ， 成 一 克 m， 其 着 色 数 p(G) 
he 
《证 举 》 
§ 4 超 图 的 并 列 集 


已 给 超 图 是 =( 革 ，G ) , 设 边 的 集合 多 号 加 ， 其 中 无 二 . 
边 相 邻 ， 则 这 个 边 黛 多 ， 叫 做 超 图 如 的 并 列 集 《 这 和 一 般 器 
G=《 久 ， ) 的 并 列 集 的 概念 是 一 致 的 ) 。 可 能 有 并 列 集 ， 含 
最 多 的 边 数 ， 称 为 极 大 并 列 集 。 已 给 并 列 集 多 。， 在 什么 条 件 
下 这 个 并 列 集 达到 极 大 昵 ? 即 在 什么 条 件 让 , 恒 有 | 名。 之 1 儿 | 
对 一 切 并 列 集 名 均 成 立 ? 
和 第 十 章 一 样 ， 先 作 一 个 边 的 交错 序列 
o= (FE, Fs, Bs Fi ,oe), 
其 中 Fi EF=G- Wi, Ei EY 
满足 下 列 条 件 : 
(11)F1€E 多 =@- 多， 下, 是 任 选 的 。 
( 2 ) 设 已 有 奇 交 锥 序列 oi = (CF,,El,F,. Ei， 
下 ) ， 选 取 ; ， 使 
(a) Ei; Eu -0 (6b) Ei NFj; FG, 


政 此 到 : ， 以 扩大 交错 列 ci 。 
375 


《 8 ) 设 已 有 侦 交 错 序 列 
o= (FE FE, Fi,E: ), 
选 Fi+1, 使 
(CoO PHEF- (FPF, Pi } 
(BOPFHNU Ei 4g 


CoO Fi Nl Fi; = 
1 


用 Fi+i 来 扩大 交错 列 0。 

视 o 里 所 含 元 素 的 个 数 是 奇数 或 偶数 ， 分 别称 这 个 交错 列 
是 霖 的 或 但 的 。 设 不 能 再 有 满足 ( 2 ) 或 (3 ) 的 Ei 与 Fi 选 
进 c, 即 已 不 能 再 按 上 述 规律 将 c 加 以 扩大 ， 则 这 个 交错 列 称 为 
是 极 天 的 ， 和 第 十 章 一 样 ， 同 祥 有 下 

定 奸 14.5 ”在 超 图 太 =〈 居 ，G ) 里 ,并列 集 多 ,是 概 大 
的 ， 其 充分 和 必要 条 人 忻 是 不 存在 关于 多, 的 极 大 亲 交 错 列 。 

证 作 超 图 态 的 代表 图 G = 工 ( 厅 )， 则 超 图 总 的 极 大 并 
列 集 儿 ，, 在 G 里 对 应 于 G 的 一 个 极 大 稳固 集 ， 于 是 这 个 定理 ， 
便 转 化 为 一 个 平常 的 图 G 里 ， 极 大 稳固 集 所 应 满足 的 条 件 。 证 
见 定理 11.2。 

(证 毕 》 

于 此 可 注意 的 是 ， 若 超 图 召 是 一 个 一 般 的 图 ， 则 一 个 极 大 
奇 交错 列 ， 实 际 是 一 个 极 大 镀 边 链 ， 于 是 ， 这 个 定理 ， 实 际 也 
就 是 定理 10.1。 

85 超 局 的 径 集 
已 给 超 图 旷 =( X，G ) ， 取 顶 集 7C 三 ， 设 7 满足 条 件 
TNEi 地 多 《对 一 切 i€7 均 成 立 》 
则 了 称 为 超 图 囊 的 径 集 ， 径 集 的 意义 ， 实 际 上 是 一 部 份 顶 构 成 
的 集合 ， 其 中 至 少 包含 每 条 边 的 一 个 点 。 当 然 在 所 有 的 径 集 
中 ， 有 一 个 其 维 极 小 ， 这 个 极 小 的 数 ， 称 为 超 图 过 的 极 集 
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数 ， 记 作 
mH)=min|T!。 
很 多 组 合 问题 与 径 集 数 的 计算 有 关 。 
例 1 设 G= (下 五 ) 是 一 个 单纯 图 ， 设 SCX， 则 当 且 
仅 当 G 的 每 一 边 最 多 只 有 一 点 含 在 $ 内 时 ，3 是 极 大 稳固 集 。 
故 G 的 每 一 边 译 少 有 一 顶 在 了 = 六 一 S 内 ， 故 了 是 一 个 径 集 。 于 
是 
min|T| =minlX -5! 
= |X| -max|S| 
故 稳固 数 的 确定 ， 便 转化 为 径 集 数 的 确定 。 设 了 是 一 个 径 集 ， 
则 S= 革 ~ 了 T 显 是 一 个 稳固 集 。 因 人 S 中 不 可 能 包含 同一 边 的 2 
顶 ， 即 S 中 无 二 项 相 邻 ， 若 了 极 小 ， 则 S 便 极 大 。 
例 2 极 小 吸收 集 。 己 给 一 个 单纯 图 G=( 六 ，E ,所谓 
G 的 吸收 集 ， 乃 其 顶 集 的 一 个 子 集 ， A4C 己 羡 ,对 每 一 项 x 你 4， 
己 有 边 E， 取 x 为 一 个 端点 ， 其 另 一 端点 在 4 内 ， 这 样 的 顶 集 
4 称 为 图 G 的 吸 坎 集 ， 维 数 极 小 的 称 为 极 小 吸收 集 ， 极 人 小数 
称 为 图 @ 的 吸收 数 。 记 作 
B(G) =min|Al。 
已 给 1 一 图 G = ( 沪 , 了 ), 作 超 图 如 = ( 关 ,， 8G ), 取 
了 为 其 顶 集 ， 对 任 一 点 *€X， 取 边 
Ez= {x} Ur(x), 
设 了 是 瑞 的 色 集 ， 则 T 介 Ex 守 乡 ， 对 每 一 x* 均 成 立 。 车 
x 苞 T， 则 了 Cx) 人 TT 村 乡 ， 故 了 是 6 的 一 个 吸收 集 。 反 之 ,， 设 
4 是 G 的 吸收 集 ， 对 任 一 顶 x， 谍 省 %€ 4， 或 者 x* 钨 4， 在 后 一 
情况 ， 必 有 T(x ) 们 4 寺 久 ， 放 A 站 Ex 六 她 ， 即 4 是 超 图 鼠 
的 径 集 。 故 1 一 图 G =( 关 ,， 厂 ) 极 小 琢 收集 的 确定 ， 转 化 为 相 
应 超 图 忆 极 小 径 集 的 确定 。 
超 图 及 极 小 径 集 的 对 侦 问 题 ， 是 极 小 修 盖 问题 。 所 谓 超 图 
的 复 盖 ， 乃 其 边 集 的 一 个 子 集 ， 超 图 太 每 个 顶 至 少 包含 在 复 
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盖 的 一 条 边 内 ， 故 复 盖 C 的 全 是 式 ， 
UE; = 如 

用 p (种 ) 记 超 图 可 的 极 小 复 盖 数 ， 作 如 的 对 侦 图 日 *， 

五 * 的 极 小 复 盖 ， 实 际 上 是 万 的 家 小 全集 ， 故 
pl(H*)=r(H)。 
间 样 ， pl(H)=r(H*), 

例 8 再 举 一 个 开关 函数 的 例 , 已 给 布尔 变量 ziyzss 
zw， 取 值 0 或 1 ， 及 在 空间 [0 , 11m 上 定义 的 函数 9(z.， 
zszm )《 也 仅 到 值 0 或 1 ) ， 给 定 运算 规律 。 

zf 0 当 z=z = 0 
1 在 其 他 情况 
0 当 z=0 或 2 = 0 
2 ={ 
1 2=2/=1 
{ 0 当 z= 工 。 
1 当 z=0。 

现在 的 问题 是 ， 已 给 函数 r 的 真 值 表 ， 如 何 将 p 家 示威 最 

少 个 单项 式 之 和 。 


z= 0111001111 
2z2=- 1010110101 
z= 111111000000 
z= 1100010011 
= 1111111111 


这 里 共有 四 个 变量 z,za,zayzs， 须 作 4 一 超 立 方 体 五。 
五 共有 16 个 项 ， 其 面 是 
0 一 面 ， 即 16 个 项 。 
1 一 面 , C4'2°=32。 
2 一 面 , Cl.27=24 
8 一 面 , Ci*2=8 ， 
4 一 面 ， 即 生 一 超 立 方 体 。 
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图 14.8 
在 这 个 4 一 超 立 方 体 中 ， 使 p 取 什 的 共 10 个 优 ， 其 集 记 为 
4， 猴 将 9 化 成 z: ，z; 等 的 单项 式 之 和 ， 便 是 在 五 里 ， 找 出 
若干 个 4 一 面 ， 来 复 盖 .4， 人 信人 娄 现 便 转 化 为 求 4 的 
极 小 复 盖 ， 自 上 图 ， 知 4 的 一 个 复 盖 


0 一 面 1 一 面 1 1 机 
{0100) {1001) 

COND (0101) 《1011) 
2 一面 


(1001) 101) (1100) (1000) 
{1000) (1100) (1110) (1010) 
_ 在 各 个 面 中 ， 各 取 一 项 ， 其 坐标 是 1 的 记 为 >， 是 1 的 取 
为 z， 于 是 便 得 


P= Zp2324 + Z| Fa Fa t2E FIZ1 TI 2Z3 + IIFeo 
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极 小 复 盖 也 好 ， 极 大 稳 团 集 也 好 ， 那 转化 为 求 极 小 径 集 
数 ， 以 下 专门 来 研究 超 图 及 极 小 色 集 数 的 求法 。 

已 给 沪 = {41,X2,,Xn }， 设 

A= (Ai /i€1), B= (Bi/i€Ed), 
其 中 Ai CX, Bi CN, 
即 ,xf 与 , 狐 是 两 个 多 的 子 集 的 集合 ， 命 
VB= (At UBi;/Oi,) EI XI) 
ANAB= (A NBi/i,N) EIxT) 
再 取 符号 ， 
-gz，- 好 的 所 有 径 集 所 成 的 集合 ， 
Cler ， 至 少 包 含 一 个 4f Cf 的 一 切 集 的 集合 ， 
minvef xf 的 极 小 集 所 成 的 集合 
Trued ， .7 的 极 小 集 及 成 的 集合 
由 以 上 定义 ， 立 知 _ 
Tr = minf, Af =ClTr.eo 

又 由 以 上 定义 ， 甚 易 推 詹 以 下 命题 ， 

命 是 14.1 . 巡 -Ciz- (cl ) 

证 一 个 集 包含 一 个 径 集 子 其 内 ， 这 个 集 本 身 也 是 一 个 径 
集 ，Clux 包含 .2 于 其 内 ， 获 (Cl ) 包 含 必 。 反 之 ，(Cluxt ) 
中 每 个 元 素 都 是 -的 一 个 径 集 。 

《证 毕 》 
命题 14.2 Clez = Clminex 
显然 。 
命题 14.3( .YU 胃 ) = .YN 家 
显然 。 

命题 14.4 min( Cle CB) =min (Af VB )。 

证 Cemin( CINCLH) > {02 od 
CIOAUB>CED Emin ( -eV 更) 。 
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又 D=A'UB' EC NN Ci, 
故 万 DC Emin (Cl (1C1% ), 
于 是 CD>C'， 但 C 极 小 ， 因 有 
CC -DEmin( .AV 和 )、 
因而 min( Cl ACLB ) Cmin( .eA VD ), 
同样 ， 有 min ( -YY ,用 )CminCCleg 站 cl 胞 )， 
故 命题 成 立 。 (证 毕 》 
命题 14.5 Tr( .AU BB) = min( Tr V Tr )。 
证 ”继续 使 用 命题 3,1,2 ,4 乃 有 有 
Tr (AU WB) =min( yj) = in (Ny 
=min( CAfi C1) 
=min( CITr.A 1 CITr .DB ) 
=min( Tret VTr.% )。 
《证 毕 》 
已 给 里 = {xyX Xn ef = (Ai /i€ET )) 其 中 
-Ai CX， 问 题 是 要 求 .的 极 小 径 集 ， 关 键 在 于 求 出. 民 的 极 小 
集 的 集合 Tr.ef， 以 下 给 出 构造 Tr 的 方法 。 
首先 ， 确定 minued = {441, 42s 4h }。 
凡是 ,如 的 径 集 ， 必 也 是 min.zf 的 色 集 ， 反 之 杰 然 。 故 谷 
导 找 .ef 的 径 集 ， min. 好 的 径 集 即 可 。 
其 次 ， 继 续 确定 以 下 各 集 族 ， 
is {A Tr{ A teaecd》， 
oa= et {A, p> Tr min( Tr VT 


{4.} ), 


a A {A Tr min( TruesvVTr 


14,} ), 


命题 5 保证 Truefir11 自 Tr.af: 求 得 ， 车 极 小 性 有 8k 个 元 
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素 ， 则 上 述 广 法， 进行 # 步 ， 即 训 以 作出 Tr.o ~Tr ege， 这 
个 法 则 求 册 了 所 有 的 极 小 径 集 ， 若 问题 太 大 ， 或 仅 和 需要 一 个 径 
集 , 其 维 小 于 某 个 固定 的 数 , 则 运算 可 以 政变 。 恋 者 如 有 兴趣 
可 参看 ， 

C1) EL,Lawler, Covering problems，Duality 
Relations ard a new method of solution,SiAm J,Appl, 
Math 14(1966), No.5. 

(C2)B.Ray; Alge’bre moderne et theorie des 
Graphs E .Dunod。paris.1970,Chapt.VI.B。 

已 给 超 图 厅 ， 其 径 集 数 r( 如 ) 设 为 已 知 ， 设 五 的 极 大 并 
列 集 的 维 是 ?( 妃 )， 则 r《 吾 ) 与 v( 玉 ) 之 间 , 存在 若干 
简单 关系 。 作 互 的 代表 图 = 上 《再 )， 态 的 极 大 并 列 集 ， 在 
虐 《 及 ) 上 对 应 一 个 极 大 黎 固 集 ， 而 稳固 集 的 余 集 ， 是 一 个 径 
集 ， 设 五 的 极 大 并 列 集 的 维 是 y( 互 ) ， 则 了 地 ( 互 ?的 极 大 稳 
因数 也 是 >( 互 》， 故 


vyCH)=m-r( LC(H)), 


根据 这 个 公式 ， 求 极 大 并 列 集 的 维 y ( 及 ) 的 问题 ， 便 转化 为 
求 极 小 径 集 的 维 的 问题 。 
定理 14.6 ” 设 妃 是 一 个 超 固 ， 则 
7?( 五 ) 和 Sr( 五 )。 
证 设 @ ,是 及 的 一 个 并 列 集 ， 了 是 一 个 径 集 ，C 的 每 个 
子 焦 均 含 有 7 的 元 素 ， 且 各 不 相同 ， 故 恒 有 
IT|>1@ ol, 
故 minlTi>max|€ |。 
《证 毕 ) 
定理 14.7 没 妃 是 一 个 具 秩 r〔( 王 》= 的 超 图 ， 则 
zr (五 ) 委 加 (五 )。 
证 设 E=(BiAET)，Go= (EECSG， 是 


一 个 极 太 并 列 集 ， 则 UE; 蚌 一 :个 径 集 , 因 营 有 Ek 、k 攻 站， 
使 Ek 则 Ei = 避 ， 则 Go 应 可 因 增 加 Eh 而 扩大 ，C o 将 不 是 极 


大 。 邦 
HIEIVEI ET LEIENIr (xX) 
了 rep 


= 和 (再 )。 
《证 毕 ) 

下 而 将 讨论 所 亩 r 一 临界 图 的 一 些 性 质 ， 已 知 超 图 束 = 

《天 sm)， 设 吾 满 足 条 件 
rH-BE J)<r(H) 

对 一 其 = 1 ,8 ，…;mm 均 成 立 。 则 五 称 为 是 z 一 临界 的 。 

设 瓦 是 一 个 F 秩 一 临界 超 图 ， 其 z( 妃 ) = +1， 取 f (有 ,8) 
表示 禽 在 及 内 的 可 能 的 最 炎 进 数 ， 则 下 定理 成 立 。 

定理 14.8 (Jaeger,，Payan [ij9713 ) 设 H = (X,G) 
是 一 个 R 秩 r 一 临 界 超 图 ， 其 r〈 瑟 ) =&+ 工 ， 则 天 的 边 数 小 


于 或 等 于 (2)， 内 于 超 图 (XX， 如 ) ,其 :下 = 4 名 攻 


= Pi 访 ) 则 等 号 成 立 。 

证 1。 可 以 假定 态 是 4 秩 勾 称 的 ， 否则 ， 当 |Ei | 之 有， 
可 在 这 样 的 边 里 增加 - |Ei | 个 辅助 点 。 

2 。 据 假设 《 态 是 r 一 净 界 欧 )r( 召 ) 沁 《及 -EED), 玲 
态 - 上 : 将 包含 一 个 征集 ， 其 维 为 &( 可 在 极 小 径 集 了 里 ， 去 撩 
在 TN 请 i 中 而 不 在 其 他 任 一 边 中 的 一 点 ， 这 仍 是 且 一 i; 的 一 个 
征集 ), 命 Fi 是 这 样 一 个 径 集 ， 因 Tr( 及 ) = 上 + 1， 这 个 Fi 不 能 是 
五 的 径 集 ,但 Fi 几 |i, 对 一 切 j 守 1 艾 戌 立 ， 帮 Fi\ Ei= 多。 

考察 六 的 子 集 的 右 序 对 (A4，B ) ， 其 中 

[Al=8, |B.=hk, ANB=$, 
这 是 可 能 的 ， 因 记 上 所 言 ，| Fi | = 8，1Ei | = 已 
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Fi NE: =¢。 

命 这 些 丰 序 对 的 集合 为 2， 再 作 图 G， 以 2 为 其 顶点 ， 且 
二 顶 (4，B) 与 《A ，B' ) 相 联 ， 当 且 仅 当 4hn 号 = 加 或 
.40 已 =g。 

存在 X 的 子 集 Y， 具 维 数 h+&hC 因 |Xi 之 IEi UF; 1= 
+ 天 ) ， 对 于 这 样 的 FY， 命 

Sy={(4, B)/(A, BEZ, AUB=Y }。 

3 . 往 证 Sz 是 G 的 一 个 稳固 集 ， 考 察 Sy 的 任 二 正 

z= (A, B)S2= (A, B’), 
有 AUB=A’UB’=Y, 
ANB=A4'N|B’=$, 
故 4B' 夺 9 或 4' 科 B 寺 加 故 在 G 内 ，z 与 2 不 相 邻 ， 
亦 即 在 G 内 ，S;z 是 稳固 区。 

4 。 往 证 Sz 是 G 的 极 大 稳固 集 。 

设 p 是 关 的 一 个 全 序 关系 ， 并 命 Ctp) 是 Z 颗 诺 顶 ( 4,B) 
的 一 个 集合 ， 其 中 对 每 一 a EA， 及 6 E B 合 于 关系 apb。 

首先 ，C《p) 是 G 内 的 一 个 集团 ,办 若 (4，B) 与 (4'，B’) 
是 C(p ) 里 二 相 异 项， 且 若 4 人 忌 #5$， 则 4 们 B87 里 一 点 c 将 
满足 条 件 

(1 )ar pc 对 一 切 a' € 4' 均 成 立 ( 因 c€B' 》， 

( 2)cpb 对 一 若 5E B 均 咸 立 ( 因 c€4)， 
因而 4 介 B=$， 因 若 4' 介 B 志 $5$， 则 将 有 元 素 4E 4' 介 B， 因 
而 dcce，cpd, 因 p 是 全 序 的 ,这 不 可 能 , 帮 (A4，B) 与 (4’，B’) 
在 G 内 相 邻 ， 亦 即 C ( p ) 内 每 二 硕 均 相 邻 , 帮 C《p ) 是 一 个 集 
团 。 

对 每 一 了 与 每 一 p， 便 有 

CCp7 人 Srs 中 
困 将 了 内 元 素 ， 接 P 编 序 ， 使 ?1py*e…pyi+t 取 
A= {ys ya Ii}, B= {yr 0 了 则 (4 有)E 
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CCp)，C(p ) 与 Si 仅 有 一 个 公共 点 ,在 式 星 ， 设 有 d 个 不 同 
的 po， 每 个 o 定 一 集团 C (P ) ,qd 个 p 定 集团 C ( p ) , 改 每 一 > 含 
在 d 个 不 同 的 集团 内 ,了 共有 A + 8 个 元 素 , 对 每 一 全 序 p， 工 的 元 
素 有 有 一 序列 方法 ,ypyzp…py spy4+1ppy4s4 履 取 4= (371 
yy 点 (如 也) 便 是 在 
全 序 p 之 下 的 一 点 ,CCp) hi Srl= 1，Sy 的 每 一 点 共 属 于 d 个 
不 同 的 集团 C(p)， 故 不 同 的 集团 C(o) 的 总 数 ! 是 
+=dvisyrl。 
设 5 是 一 个 稳固 集 ， 其 每 一 点 含 在 Ld 个 集团 C《 p ) 内 ,而 S 
内 任 二 点 不 可 能 含 在 同一 个 集团 内 ， 故 与 S$ 相 应 的 集团 的 总 数 
是 qd.1S1， 但 这 不 可 能 超过 总 数 #, 即 应 有 
dlSlet, 
故 1Sy| 极 大 ， 即 Sy 是 一 个 极 大 稳固 集 。 
5。 诸 点 CE Fi),， (EE,, Fs). (Em, Fm) 
构成 G 肉 的 一 个 稳固 集 ( 因 Ei NN Fi x$，BEi 内 Fi 本 对 一 
切 ? ; 均 成 立 )， 故 @G 的 稳固 集 B ( G ) 之 m。 


但 BCG) = IS -1s), 
因而 m<(*t*), 
当 |LX1=h+ @ -52 (XX) ，m= (和 44) 帮 在 上 不 
等 式 中 ， 等 号 成 立 。 
(证 毕 ) 
$6 超 图 的 着 色 
已 给 超 疼 可 = 《六 ，G ) ， 用 多 种 颜色 ， 将 本 的 顶 着 色 ， 
使 同一 边 Bi ( 有 > 1 ) 上 的 庄 虚 不 全 是 同一 种 色 ， 这 就 是 
所 谓 的 超 图 的 项 装 色 ， 所 用 的 最 少 种 颜色 称 为 超 图 五 的 色 数 ， 
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记 作 x (五 ) 。 

得 ， 这 个 概念 是 Frd6s 与 Hafaal 提 中 的 ， 雪 站 的 顶 的 着 色 ， 还 可 能 有 其 他 的 
规定 

设 在 超 图 太 里 取 顶 集 SC-XX， 使 在 S 里 不 仿 任 何 边 E: ， 其 
中 |Ei | 之 1 , 则 S 称 为 是 稻 男 的 。 极 天 的 稳固 集 S, 其 给 1S1 称 
为 五 的 稳 男 数 。 

将 超 图 玉 的 顶 作 g 个 稳固 集 的 划分 ， 每 一 稳 辕 集 中 的 点 ， 
可 染 以 一 种 颜色 ， 则 4 和 神 颜 色 ， 便 是 以 涂 染 瑞 的 项 ， 使 同一 进 
上 的 顶 不 同色 ， 此 时 称 左 为 可 一 9 一 着 色 。 

例 二 阶 的 射影 平面 ， 共 含 a: +n+1= 7 点 与 7 条 边 ， 这 
实际 上 可 以 看 做 是 一 个 超 岁 吾 =( 久 ，G ) ， 其 中 顶 集 X= 
{o 6b， c,d，e，f，9), 边 集 G = { (abc)，(adg)， 
{aef), (fdb), (cde), (gbe) (cgf ) } 。 

很 明显 ，(a，c， d，f )，(b, e) 与 (9g) 是 三 个 稳固 
集 ， 将 第 一 个 染 红 ， 第 二 个 染 绿 ， 第 三 个 染 黑 ， 便 得 入 的 一 
个 顶 着 色 ， 太 证 可 一 8 一 着 
色 的 (网 图 14.7 ) 。 

己 给 超 图 如 = (X， 
好 )， 设 YE 和 是 五 的 一 
个 项 ， 如 在 这 个 项 上 有 环 
{x } ， 去 掉 这 个 环 ， 设 有 
多 条 边 { Ei /i EJ } 使 

Ei NE; = {x}, 

Ci, jEJ, TD) 

则 这 个 边 数 称 为 顶 x 的 次 数 ， 图 14.7 

记 作 dn (x )， 若 在 项 x 只 有 环 {x}， 则 很 明显 ，ds (x》 
= 0。 像 在 一 般 的 图 一 样 ， 下 面 将 给 出 一 个 定理 ， 联 系 图 的 
色 数 x 好 ) 与 项 的 次 数 d(x)。 
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定理 14.9 〈Tomescu[1988]) 设 (5,，S，…，Se )@O 是 

超 图 五 的 .个 9 一 着 全 ， 并 设 
dp =maxdpy( x) 
re 
则 x HSmax min{k, de +1}, 
hey 

证 1。 首先 往 证 存在 一 个 r 一 着 色 (Si，Sf,…，5') 

满足 条 件 


fr mn( kr) 
SEC SS/, 


| 55 是 X ~， 人 1 中 谱 大 稳 四 集 。 


设 S ,在 信里 不 极 大 ， 可 以 加 进 阁 干 点 ， 合 其 变 为 极 大 稳 
园 集 S1， 若 5S, 一 Si 在 半 -Si 电 不 极 大 ， 可 以 加 进 顶点， 使 
其 成 为 极 大 稳固 集 S;， 如 此 等 等 ， 根 据 做 法 ， 可 知 S1，535， 
3S4… 等 无 公共 项， 且 陆 续 有 有 


SCS SC StS US US CSS Us, 
i=1 
最 多 可 如 此 做 到 4 次 ， 放 r<4， 最 后 得 万 的 一 个 一 着 色 。 
k 
3。 设 zx 后 Sf 及 jh 用 国 51 的 极 大 性 ,应 有 过 


使 
ECSIU {x}, JE‘l>1。 


有 
因 x 芒 VU Sf ,而 7 委 旬 则 5 中 必 会 忆 ?- 人 x ， 五 1 六 1 
i=1 


否则 可 将 x 加 进 5S' 以 加 大 5S;， 这 和 5S; 的 极 大 性 相 了 矛盾 。 


站 所 谓 q 一 着 色 ( S!，S?，…. Sq ) 是 ( 1 ) 每 个 S. 是 一 个 稳固 染 ，《 2 》 
Qs 
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又 因 S! 站 SS = 9 对 任 一 ?i，j 了 (i 守 j) ,i,j<<& 均 成 立 ， 帮 (EE; 一 
{x})N (CE;- {x})=6, 
因 %EE’ 对 一 切 j<<& 均 成 立 ， 族 i，El，…， 上 ;满足 
Er:NE/= {x}, (i i, jeh), 
鼓 dn (% ) Ph 
3 。 取 i (x) 表示 含 * 的 51 的 下 标 数 ， 据 2， 有 
i (x) Ph+1l>dy (%) Sh, 
取 kai(x) 1, 
由 i(x) Sdn(x) + (xEXY 


min (kr) 
设 顶 eESF , 则 因 Se 二 册 SY ,车 kh<r, 在 S1.S2， 


Si 中 将 出 现 ae， 家 i(a)<&。 若 kr，S1，5S5，…，S; 中 将 出 
现 6， 效 i (a) 委 r<R 总 之 有 i (4) 所 且 
i(a) Smaxi (x) Smay Cd (x) +1) =dk +1。 


综合 以 上 二 者 ， 乃 有 
iCa) min Ch, dk +1)， 
喜 maxi (x) Cmax minth dp 二 1 ) 。 


X( 刀 ) 是 可 能 的 着 色 数 中 的 最 小 的 ，max i * ) 显 是 革 


一 一 着 色 中 最 后 一 个 S" 的 下 标 ， 赦 
x CH)Smaxi(x), 


或 XC(H)<max min (kh, dg + 1), 
' 
(证 毕 ) 


推理 14.9。 设 万 是 一 个 超 图 ， 其 x 《如 = 9+1l 再 设 在 
超 图 万 中 去 掉 顶 +。， 所 得 超 图 为 日 。 其 x (日 ,)= 9， 则 
dn (Xo0) Ye 
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证 设 (S,,S,,…,Se ) 是 吾 : 的 g 一 着 色 , 若 dr(xo)<9y 
则 考察 9+I) 一 着 色 (5S,，S,，-…，Se ，{x。} ) ,将 有 


XH) Smax min(h, dp +1) a, 


SA 和 


这 和 ZX( 吾 》=9+1 矛 盾 。 
推理 14.9。 设 瑞 是 一 个 超 图 ，9 是 一 个 正 整 数 ， 满 足 条 件 
[x/x€EX, dn (x) ql 
其 意 是 dr 〈x ) 之 9 的 顶 x 的 个 数 不 超 过 4g， 
则 XH) a, 
证 编排 顶点 的 顺序 ， 使 
dn (x%1) Pdn (Cx, ) Pd (xX ), 
对 于 ti>g 有 dp (xp ) <qzdp (Xt) + ld, 
min (hk, dp (x1)+1)<g。 
对 于 RS<q， 工 不 等 式 也 成 立 。 
作 " 一 着 色 ，{ (xz ，{(x (xj , 据 定 理 14.1， 
乃 有 
Z(H) Emax min{k, dk + 1}<go 


推理 14.9。 设 囊 是 一 个 超 图 ， 其 顶点 的 极 大 次 是 do， 
则 x(H) <do+ls 
证 据 推 理 14.96, 取 g =d,+ 1 , 显 见 
lI{x/xEX, di (x)}Pdot 1 }i=0sd +1, 
帮 xCH)<do+i。 
《证 毕 》 
这 个 定理 ， 和 一 般 图 里 的 Brooks 定 理 相 类 忆 。 
推理 14.9; 《Motzkinf1968] ) 设 G 是 一 个 单纯 图 ， 其 极 


类 次 是 hs， 则 可 用 [3 + 工种 颜色 ， 将 其 项 点 染色 ， 使 没有 
一 个 图 里 的 顶点 具 间 一 种 颜色 
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证 作 超 期 甩 =《 多 ，G ) 取 图 G 里 的 顶 集 X 为 其 项 集 ， 
取 G 里 所 有 的 图 为 其 边 ， 就 G 耐 言 ， 过 最 高 次 项 最 多 有 [ -和 ] 


个 图 ， 故 超 图 媚 的 极 大 次 不 超过 [ 人 据 推理 14.9c， 有 


x HSC)+l 

利用 推理 14.9。， 还 可 以 推 得 下 

推理 14.9。 已 给 单纯 图 G =-(X， 忆 )， 若 
g= max min [de (a0), doe(b)), 


a bE 


则 其 边 福 以 g 一 着 色 ， 使 每 个 图 上 的 边 不 具 辣 一 种 颜色 。 
证 作 超 图 玉 ， 其 顶 是 G 里 至 少 属于 一 个 固 的 边 ， 其 边 是 
每 个 圈 上 的 边 ， 由 于 穿 过 ao 而 以 [4,6] 为 一 边 的 荔 ， 最 多 只 能 
有 de (a ) - 1 个 ， 穿 过 5， 而 以 [ac 的 为 一 边 的 圈 ， 最 多 
也 只 有 de ( 5) - 工 个 ， 故 在 这 个 起 图 里 ， 
duto, bmin Ldela}— ly de(b)-11] &q-1, 
揭 推 理 14.9c， 乃 有 
2 可) 扫 9。 
《证 毕 ) 


37 超 剧 的 集团 


已 给 超 图 杂 =《 针 ，G )， 设 及 是 和 秩 的 ， 取 + 必 h， 在 XX 
里 任 取 子 集 4CX， 或 者 | 4|<r， 域 着 | 4| 之 7。 在 后 一 情况 ， 
在 4 中 任 取 r 个 相 异 元 素 ， 这 r 个 元 素 ， 至 少 便 在 瑟 的 一 条 边 
肉 ， 则 -4 称 为 超 图 恕 的 r 秩 集团 。" 秩 集团 的 任 一 子 乐 ， 仍 是 r 秩 
集团 。 在 一 般 图 G( 羡 , 右 里， 所 请 集团 ， 实 际 上 就 是 2 一 犊 
集团 。 在 末 里 ,在 所 有 的 + 牧 集 团 时 可 能 有 一 个 其 维 最 大 ， 其 极 
大 维 记 为 @- (五 )。 

390 


由 于 设 r 必 有， 全 一 边 Ei ， 其 维 |Ei | = 各 则 该 边 是 一 个 r 
黎 集 团 ， 因 在 这 个 集 末 时, 任 取 r 个 点 ,总 有 边 《〈 矢 旭 Ei 本 身 ) 
含 此 r 个 点 ， 故 

ar( 百 ) 2 五 i = 天。 

设 超 图 玉 的 项 集 革 本 身 就 是 一 个 + 秩 集 团 ( 即 在 恕 里 任 取 
?个 点 ， 恒 有 有 边 含 此 + 点 ) ， 则 五 称 为 是 r 秩 完备 的 。 

设 超 图 于 是 6 秋 匀 称 的 一 个 秩 集 团 ， 简 黎 为 一 个 这 
实际 上 是 一 般 图 G 里 集团 概念 的 扩大 。 在 如 里 ， 点 数 少 于 上 的 
任 一 集合 ， 因 在 其 中 不 可 能 有 个 不 同 的 点 ， 效 也 就 谈 不 上 记 丰 
在 一 条 边 上 ， 这 样 的 集合 ， 称 为 无 意义 的 集团 。 

定理 14.10 设 瑟 是 一 单纯 的 天 和 铁 匀 称 的 超 图 ， 再 设 天 是 
一 个 具 & 硕 的 集团 ，h2>h， 则 久 的 每 一 项 ， 其 次 数 是 


hi 
4 
且 由 长 产 生 的 子 一 超 辕 如 x， 其 着 色 数 
XCHr) -dot+1o 


证 1。 顶 xEK 及 ， 共 次数 芒 久 的 于 集 的 极 大 个 数 ， 这 些 
子 集 具有 -1 个 元 素 ， 不 食 x， 两 两 互 质 ， 故 


[全 站， 
2 。 豆 x 的 一 个 极 小 的 9 一 着 色 
(CS Sa Se)， 
其 中 1S.| =#-1, (Cis1,2, ,9-1) 
1Ssl<h -1, 


但 d= sd D+R-k-1 (0<R<h- DD 


do (h-1)+1i+R=k 
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dh-1)+1 


hl Bl hl 
RO dh Dt 
部 x (HD = {i 2 EY) dr 
但 据 上 节 推 理 14.9c， 有 
Xx(HelSdo +1, 
EE XHr)= dtl 
《证 毕 》 


这 个 定理 崇明 由 上 节 扒 理 14.9c 所 给 出 的 上 界 是 可 能 最 好 
的 , 即 设 超 图 过 是 h 秩 匀称 的 , 极 大 次 是 do。， 则 x(H)&do +1， 
在 玉 中 包含 顶点 的 次 数 是 4 ,的 集团 K, 其 所 派生 前 超 玫 是 厅 k， 
对 于 五 k 则 等 号 成 立 。 即 Xx (上 :》=d,+1。 但 著 x(H) 
=do+i， 则 不 一 定 能 导致 这 样 一 个 集团 的 存 在 ， 如 
工 。Lovasz 所 构造 的 下 图 14,8。 


超 图 H = ( XX,，6 )， 


X= {0, 6, ec, gs bi CirGss bscs, Gs bys ca 
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ECE= Tabci， abe,, abc., ec cc , ach,, ach, ， 
acbs, Bibsbs, bears beessbeass G020s } 。 

这 个 超 图 是 3 一 秩 匀称 的 ， 极 大 次 是 8 ， 仅 含有 次 数 q = 2 的 ， 
顶 ， 其 着 色 数 是 

xCH)=3=d,+1, 
其 着 色 分 划 是 (a, c's bi, a:),， (b, es, bss G02), (ec, 
c:，b;，Gs ) ， 但 五 不 含 次 数 为 2 的 集团 。 五 里 ,次数 为 2 的 
顶 集 是 {01，4s，43，61，b1，Bs，c1，c:，0s ， 但 这 不 成 
一 个 集团 。 


$8 平衡 超 
这 一 节 将 往 研 究 平衡 超 图 。 
已 给 超 图 互 =〈 太 ，C ) ， 设 其 每 一 坷 圈 
H= (XE x Ex ptiE ,pt1l, Yi) 
上 总 有 近 ， 含 圈 上 的 三 个 项 ， 则 这 样 的 超 图 ， 咀 做 平衡 超时 。 
奇 图 也 称 是 平衡 的 。 平 衡 趣 图 显 有 以 下 特性 ， 

T 。 平衡 超 图 的 任 一 部 份 超 图 五 * 仍 是 平衡 的 。 

证 ” 设 这 个 命题 不 成 立 ， 在 五 * 里 将 存在 奇 图 w， 其 上 没有 
边 含 瞻 上 的 三 个 顶 ， 但 这 个 奇 汞 也 是 原 图 五 的 一 个 阁 圈 ， 于 是 
石 是 不 平衡 的 ， 这 是 也 盾 。 

《证 毕 》 
2 . 平衡 超 图 的 任 一 子 超 图 五 "也 是 平衡 的 。 
证 ” 设 五 "不 平衡 ， 在 五 "里 将 有 奇 图 
A= (xB x Bs’, ex/yptiB sp+1X1’ 7) 
其 上 没有 边 含 园 上 三 个 顶点 ， 但 这 个 轿 在 末 里 对 应 于 一 个 奇 转 
也 不 平衡 ， 这 是 矛盾 。 

3， 及 - 《EfiE1 了 ) 是 一 个 平衡 超 图 ,三 o 碟 一 个 集合 ， 
则 超 图 〔 五 五 AiE7 ) 记 刀 平衡 的 。 

证 设 命 明 不 成 冻 ， 采 将 训 奇 潮 
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R= (x Ex Be xs ptiB’ sptix’ ) ， 
上， 但 其 中 至 少将 有 一 点 xi《 太 (三 E;:， 否 则 
这 个 圈 将 是 瑟 里 一 个 麻 局 ， 这 是 了 矛盾 。 取 边 E;, jei, 一 
则 巨 ;将 含 三 点 ，X7 ，x1，x;,1， 这 和 4 的 确定 相 项 质 。 
. 《证 毕 ) 
4,， 设 五 = (请 /iE1) 是 平衡 的 ，xo 苞 UE ， 则 超 图 


H’= CE {xo}, Es, *%, Bie) 
也 是 平衡 的 。 
证 在 超 图 右 ' 中 ， 由 于 xo 只 属于 El-E,U {x。}, 而 
不 属于 其 他 任何 边 ， 瑞 ' 中 任 一 奇 园 4 中 将 不 能 出 现 顶 点 x。, 奇 
图 4 总 是 可 变 为 玉里 一 个 麻 园 ， 应 是 平衡 的 。 
《证 毕 ) 
5 。 设 超 图 万 =《 多,@ ) 是 平衡 的 ,Xk E 义 ， 对 玉 增加 一 
个 新 点 x! 如 下 ， 得 超 图 万 =《 久 /，@') ， 其 中 
X=XU {Xi}s 
Eo {E: 若 xh 钨 Ei， 
' EiU {wx} 阁 xi€ Er 
则 五 ' 是 平衡 的 。 
证 设 太 ' 中 的 一 个 麻 轩 是 
Ho (Cw BE’ xs’ Es ex’ ptiB’ pt1X1’ ), 
《1 )x 不 会 祝 ， 则 4 是 互 的 一 个 奇 园 ， 自 是 平 衔 的 。 
《 电 ) 具 4 舍 x%x， 同 时 也 含 x;p， 在 麻 园 k 中 ,应 有 x Es xt ,1 
放 边 忆 / 含 三 顶 x，x%，x441 ， 故 4 是 平衡 的 。 
《 8) 车 4 含 避 但 不 含 xk、 可 将 x 换 成 %，k 变 成果 里 的 末 
园 ， 应 有 边 含 其 上 三 顶 , 还 原 成 4+，k 里 有 边 仿 轿 上 三 顶 , 故 4 是 
平衡 的 。 
《证 毕 ) 
6 设 日 =《 多 ,GG ) 是 平衡 的 ， 则 其 对 侦 图 HH*= (ev 
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ew 0)》 也 是 平衡 的 。 
证 据 对 偶 图 的 定义 ， 有 Xj= (eifi<m, xjEEi) 
设 Vj 雪 =《@1 玉 161 太 ,让 21416.) 是 昌 * 的 一 个 奇 图 ， 
其 在 如 = (HH* ) * 里 的 对 偶 图 
u= (ExiB,xo p+1B ;1 ) 
是 奇 的 ， 故 在 如 里 ， 相 应 地 有 订 图 
u= (XEsxEsx pt Er, ) 
应 具 平 衡 性 ， 放 p* 在 末 * 里 其 平衡 性 。 
《证 毕 ) 
7 。 设 超 图 百 =〈 忆 ;ET ) 是 平衡 的 ， 走 设 在 部 份 超 图 
Hr = CENIES ET) 
内 , 车 i jE7>EiN EjF$, 
则 机 Eix$。 


证 本 命题 的 证 明 用 归纳 方法 。 本 命题 对 于 含 两 边 的 任 一 
部 份 超 图 ， 均 能 成 立 。 设 命题 对 于 少 于 p 边 的 部 份 超 图 均 成 
立 ， 往 证 命题 对 于 含 p 边 的 超 图 也 必 成 立 。 

据 归 纳 假设 ， 对 每 一 h<p， 恒 有 点 ok， 满 足 条 件 

ax€ Nf Ei, 
1 
车 4 等 不 相 异 ， 则 已 有 a4€ 由 Ei 命题 已 证 。 


若 cx 相 异 ， 可 考察 序列 
(aiBigEtaEia), 
其 中 oo,EEiNEi a.€EEiNE', os EEINE: 车 其 
中 有 两 个 E' 相同， 警 如 {i， 则 G6 三 ， 命 题 已 证 。 
著 记 {，E{， 忆 : 均 相 异 ， 则 4 成 一 奇 并, 由 于 如 的 平衡 性 ，# 将 
有 过 ， 含 其 上 三 点 ， 故 
Gil 和 0 Bi 《证 毕 》 
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8 . 平衡 超 图 是 保 形 的 。 

证 太平 奖 H* 平 衡 HH* 满 足 识 莱 条 件 之 日 保 形 (见习 
题 1 )。 

定理 14.11 超 图 厅 = 《 义 ，CG ) 是 平衡 的 ， 其 充分 和 必 
要 条 件 是 对 每 一 SCX， 子 超 图 五 s 是 可 一 2 着 色 的 。 

证 “充分 性 ， 设 豆 不 平衡 ， 则 在 末 里 有 奇 圈 

uaBgBB,,rd ), 
没有 边 会 其 上 三 顶 ， 取 S= (eu 
a4，…s024+1 ) ;构成 子 超 图 Hs， 
' 则 XxX ( 吾 s ) >2， 这 是 矛盾 。 

必 妥 性 设 玉 是 不 可 一 2 痊 
色 的 平衡 超 图 ， 命 这 类 超 图 的 最 - 
低 阶 是 *= |XX|， 往 证 这 将 导致 巴 本 19 
盾 。 

《1 设 x。 EX 是 超 图 上 上 任 一 顶 ， 往 证 x, 将 至 少 属于 两 条 
不 同 的 边 ， 这 些 过 恰 仿 两 个 元 素 ( 怡 含 两 点 ) 。 

用 S= 义 - {xo } 构成 子 超 图 末 , ， 据 上 特性 2 ，Hs 是 平 
衡 的 ， 其 阶 是 rn -1<<n 故 HHs 可 一 2 着 旬 ， 设 其 一 个 3 一 着 色 是 
CS1，5S3 ) ， 若 xu 不 家 于 仅 含 两 点 的 边 ， 则 x。 可 染 以 两 种 颜 
色 中 的 一 种 ， 设 x。 与 S? 中 的 点 同色 , 则 五 有 2 一 着 色 ( Si，5? 
U {x。} ， 这 是 矛盾 。 

(二 落 x 只 合 在 一 个 两 点 的 边 上 ,由 于 鼠 s 的 可 一 2 着 色 ， 
会 x, 的 边 的 另 一 端点 必 属 于 两 种 额 色 中 的 一 种 ， 设 它 ES3， 
则 CS8U {xo}，S3) 是 万 的 一 个 2 一 着 色 ， 这 是 牙 
盾 。 

放 x, 至 少 应 会 在 两 条 边 内 , 这些 边 恰 会 两 点 , 设 为 Cx,，] 
与 [Xo, 2] ( yz2)o 

命 多 琢 示 电 里 滩 含 两 点 的 边 族 ， 则 图 G =( 广 , 多 ) 是 平 
衡 的 ， 故 G 是 两 分 的 ， 考 察 G 的 - -个 联接 的 分 子 网 C， 因 1G1 = 
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#3， 故 在 C 里 存在 一 顶 * 1 不 是 断 点 ， 命 S= (~ TY) 
则 子 图 右 , 是 # 一 1 阶 的 , 克 左 ,是 可 一 2 着 色 的 , 命 (S59，S3 ) 是 
其 2 一 着 色 ， 在 G 内 与 x 相 邻 的 点 应 具 同 一 种 颜色 ， 设 其 为 
S1， 故 x; E52， 于 是 (SY, 1xi US8 ) 是 吾 的 一 个 3 一 着 
色 ， 这 是 矛盾。 

邦 车 如 是 平衡 的 ， 态 必 可 一 2 一 着 色 。 

《证 毕 》 
定理 14.12 设 超 图 H -(Ei/i€ 站) 平衡 ,六 设 h-min| 玉 :] » 


则 存在 个 径 集 分 划 X。 
证 命 (S1，S,，.…，S ) 是 六 的 一 个 组 的 分 划 , 到 
衣 ( 1) 代表 边 记 1 与 5 ;等 相 交 的 个 数 ， 车 h(i ) = 对 每 i 均 成 
立 ， 则 每 个 S 与 每 条 过 | 均 相交 ， 每 个 组 S ; 便 是 一 个 径 集 , 定 
理 已 证 。 
设 对 某 一 ?有 &( 了 ) <&， 则 在 个 组 S; 中 ， 必 有 Ss 不 与 
已 ,相交 ， 即 So 站 妃 ; = 8， 但 风 | 玉 :| 之 A， 在 分 划 中 , 必 有 Sp， 
其 1SpnEil>2， 作 SeUSs=S, 子 图 万 ,是 可 一 2 一 着 色 的 ， 
命 其 2 一 着 色 是 (S*" ，S9% )， 由 于 如 ,是 2 一 着 色 的 ， 互 inSy 
的 两 个 《 至 少 ) 点 ， 同 在 妃 ; 内 的 , 必 分 属 Sp 与 Sz'。 作 新 的 分 
若 如 次 ， 当 1 夺 p、9， 取 S/ = Si,， 当 1= p 或 9， 取 SJ 与 5e' 为 
分 划 中 的 两 个 组 ， 对 于 新 分 划 ( S1，S。 ，.…，S。 ) 将 有 
R 《PRCE)， (ii) 
RCP) = 有 (六 ) +1o 
继续 如 此 改进 分 划 ， 最 后 必 将 得 一 分 划 (5.，S,，…，SE) 对 
每 一 ， 有 
RC) -ho 
故 分 划 中 每 一 个 组 3 是 一 个 径 集 。 
《证 毕 ) 
推理 14,12。 设 超 图 再 -〈 六 ，C@ ) 是 平衡 的 ， 设 其 顶 的 
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最 低 次 是 &， 则 万 的 边 集 可 做 分 划 〔〈 已, 尸 : ,PR ) 使 每 一 
下; 都 是 一 个 复 盖 。 

证 设 厅 是 平衡 的 ， 敬 妨 * 也 是 平衡 的 及 * 的 一 边 是 芭 i， 
设 8 = mialXil( 这 就 是 五 的 最 低 次 ), 则 据 定 理 14.12, 光 将 有 划 
分 (3 S51，-…，Sk)， 其 中 每 一 Sj 是 一 个 径 集 , 通过 对 侦 ， 
同 到 厌 锋 所 上 ， 便 得 本 推理 。 


《证 毕 ) 

为 了 以 后 讨论 问题 的 需要 ， 我 们 先 在 此 再 引入 几 个 有 关 概 
念 及 合同 。 

设 昌 =《 凶 ,CE ) 为 一 超 图 ， 其 铁 函 数 为 Fr( 3 ), 一 个 集 
合 S 如 果 具 有 性 质 ，*(S) = i 即 对 1<i<m 均 有 :1S 站 已 i| 生 了 成 
立 ， 则 称 5 为 强 稳固 的 。 自 然 ， 强 稳固 集 也 是 一 个 稳 因 集 ， 但 
反之 则 不 一 定 。 

超 岗 五 的 强 稳 固 数 x( 瑟 ) 定义 为 强 稳固 集 所 可 能 具有 的 
极 大 顶点 数 。 超 图 日 的 复 益 数 p( 互 ) 定义 为 可 复 盖 瑞 的 所 有 
顶点 的 最 少 边 数 。 

超 图 五 的 强 q 一 着 色 定 义 为 互 的 顶点 的 一 个 9 一 着 色 ， 它 使 
得 含 于 同一 边 的 任 二 顶点 均 有 不 同 的 色 。 显 热 ， 任 一 个 强 g 一 
车 色 均 是 其 项 集 元 的 一 个 划分 为 9 一 个 强 稳固 集 的 划分 。 五 的 
强 色 数 p (本) 是 使 得 对 妃 进 行 强 q 一 车 色 成 为 可 能 的 最 小 正 整 
数 9。 


关于 强 稳固 数 x〈 五 ) 及 复 盖 数 P (五 ) 有 下 述 ， 
定理 14.13 设 晶 = ( 针 ,C@) 为 一 超 图 ， 其 秩 卫 数 为 r( 4)， 


14| 
则 a CH) me 【人 I) <oGH)。 


证 设 S 为 一 个 极 六 强 稳 出 集 ， 于 是 +《 S = 
因而 xCP) -18Si- Ci) mas Ci 了 


A 
A 
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又 设 复 盖 瑟 至 少 需 要 & 边 ， 比 如 这 些 演 是 五 ， 瑟 2，…y 


[ANE + +|ANERlSRr A), 
因而 br(A)-IAl2>0 (ACX), 


i ACX, ASS), 


~ 
| 


pmax 平 
故 得 oH) hm [0 J 


定理 14.14 超 周 太 是 平衡 的 , 当 且 仅 当 7y(H')=r+(H’) 
对 玉 的 每 一 部 分 子 余 太 ' 均 成 立 。 
证 设 吾 是 一 个 超 图 ， 吾 "是 其 一 个 部 份子 图 ， 等 式 
vyCH’)=r(H’) ， 
成 立 ， 往 证 玉 是 平衡 的 。 
车 吾 不 平衡 ， 则 存在 不 平衡 的 奇 疾 
p= (CaBiaBsB,s sa ), 
取 S= {G1， 0s，…，4:p+1 } ,定义 部 份子 图 H’ =(S,@')， 
其 中 @ = {EiNS, ES， 忆 ,p+11S}, 日 /将 是 一 
个 奇 团 ,没有 边 含 其 上 三 点 ， 履 y (HI)=3,r(H’) 
=2， 因 而 vp( 玉 ' ) 辣 r (日 ' ) ， 这 是 矛盾 。 
2 。 设 晶 是 平衡 的 ， 基 秩 为 ， 由 于 的 极 大 性 ， 将 一 个 食 
点 最 多 的 边 上 的 硕 染 色 , 至 少 须 种 不 同 的 阁 色 , 族 y( 玉 ) 之 有。 
又 由 于 r《 态 ) = 的 极 大 性 ， 自 每 一 边 瑟 ， 作 4;， 使 
14.1 = 和 -15i|， 然 后 取 点 集 
xX! -XU A EG’ = {EU A/iIET}, 


超 图 玉 “=(X'，@') 将 是 秩 勾 称 的 ， 据 基本 性 质 4 知 并 人 
是 平衡 的 ， 据 定理 14.12 和 将 存在 羡 ' 的 一 个 分 划 
CT Tl, ,Ts 
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其 中 每 个 点 组 人 ?是 一 个 径 集 ， 几 于 万 是 14 秩 匀 称 的 ， 故 

上 人 六 人 本 FS1 对 每 一 上 与 每 一 7 均 成 立 ， 每 一 7 “是 一 
个 强 稳固 集 ， 于 是 

TinX=S， Cj=1, 2, ,kh), 
便 是 瑟 的 一 个 强 j 一 着 色 的 组 ， 故 ?〔 五 ) =rCH)。 
《证 毕 ) 

推理 14.14， 设 末 是 p 牧 的 平衡 超 图 ， 医 = +h,， 则 存 
在 贸 的 一 个 分 划 ,， 汪 =《 革 1， 攻 ，) 使 (X14)=hs r(X,)=h,。 

证 由 于 万 是 强 6 一 着 色 的 ， 命 (S1，Ss,，*…，Sk ) 是 一 


个 强 # 一 着 色 ， 上 且 命 
X= U SiX= UU Ss 
1=i 友 和 hi 


则 r (Xi) =h, r (Xs) =hso 
(证 毕 》 . 
定理 14.15 (Berge, Las Vergnas[19702 ) 设 H =(X， 
如 ) 是 一 个 超 图 ， 命 《已 ) 是 其 极 大 并 列 集 的 维 ，r《〈 鼠 ) 是 
其 极 小 径 集 的 维 ， 则 万 是 平衡 的 ， 当 且 仅 当 
vy(H’) =r(H’) 
对 五 的 每 一 部 份 于 超 图 五 " 均 成 立 。 
证 充分 性 设 对 每 一 部 份子 超 图 日 ,有 v(H')=r(H')， 
往 证 玉 是 平衡 的 , 设 瑟 不 平衡 ， 则 存在 不 平衡 的 奇 角 
p= (mEa EBs"E, p101), 
取 SS= {a02,…,90sp+1}， 作 4 图 '= 林 ,， 日 是 
《Er NS/iED), 
五 ' 会 商 轿 p= C01E, osB Bs pg) 


并 列 集 的 极 大 推 。 (0 -1 ,和 集 的 极 小 多 
se 
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于 是 区 万 ) 呈 rz (于 )， 这 是 矛盾 。 

必要 性 ” 设 末 是 平衡 的 ， 往 证 ?CH )=r( 昌 和 )。 

设 xv( 玉 =r 《H') 不 成 立 ， 命 昌 = 《Ei /iE 77) 是 一 个 
这 样 的 超 图 ， 其 它 [Ei { 达 到 极 小 ， 设 在 这 个 超 图 蜂 v(H) 
<r( 互 )， 命 ?( 五 ) = g， 则 * (日)>q、 往 证 将 导 玛 矛盾 。 

1 E; 守 Ei; (i 守 站 。 车 有 Ei CE; ， 则 由 五 的 定义 有 

v(H)=vy(H-E;)=rH-E;)=rH), 

这 是 矛盾 。 

2. |Ei | 之 2， 人 GET) 

因 若 1 = {x1 }，。 则 由 1， < 2 故 


vy(H)Y=v CHyx-tat) +1l=t( Hx-tn}) +1=r(H) 
这 是 矛盾 。 
3 . 设 @ = (Ei /JEJ) 是 五 的 极 大 并 列 集 ， 则 这 些 边 分 
划 五 的 项 集 生 ， 即 
X=U,Ei, 
设 有 点 0 钨 YE; ， 命 E1 = E; ~ {4}， 则 超 图 


五 ' = (E{/i E171) 是 平衡 的 ， 据 本 证 明 的 基本 假设 ， 应 有 
rH’)=rH’)>r(H)>q, 

故 并 列 集 @ ;= (下 ;7EJ) 在 瑟 " 里 不 极 大 , 则 在 在 关于 攻 ,的 奇 

交错 列 

af = (五 

其 中 EE EYEC ,PF PE 

~G'。 在 末 里 ， 对 应 于 o/ 的 奇 交 错 列 不 是 极 大 的 ， 即 极 

大 奇 交 错 列 的 条 件 ， 应 被 破坏 。 故 存在 指标 &1,hs<< 思 + 1， 使 


Fe NF- {a}e 
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命 G 是 集 族 (E .EEp ,下 ,, 下 ,，…， Fer, ) 的 代表 


图 ， 则 图 全 是 联接 的 ， 且 存在 一 个 奇 轨 ， 人 的 一 个 极 小 奇 圈 在 
五 内 定义 一 个 形 如 
CaP i yx Ey Fi Ba Fra) 
鸭 计 轩 ， 但 图 中 无 边 ， 含 其 上 三 个 点 ， 这 与 态 的 平衡 性 相 巴 盾 
。 命 xi EE,， 考 察 超 图 
站 }, EsyEs, Em=(E, E,, ., Em), 


国 ,= { yx) } 只 含 一 点 ， 互 (ea = 三 ide2) ,万 中 ， 没 有 图 


能 使 用 巨 , ， 故 百 的 琐 只 能 是 ,，-…，EEm 等 所 组 成 ， 故 万 里 
的 图 ， 实 际 上 都 是 吾 里 的 回 ， 殖 既是 平衡 的 ， 故 吾 也 是 平衡 
的 。 但 
SE I<BiEd, 
i€ET Hi 
据 归 纳 假设 有 v( 玉 }) = 广 )， 
故 xH)= rH)>rH)>a。 
设 G。 是 采 的 一 个 极 大 并 列 集 , 则 因 v( 瑟 )>g=v( 椭 ) ， 上 
有 E, EC ， 否则 x( 玉 ) 将 不 能 大 于 y(H)， ee -五 ,全 含 
在 万 内 ， 应 是 万 的 一 个 并 列 集 ， 故 |@。- EE 1<v(H)， 且 
1G，- El=1@, |-1>r(H), P| GF- “0, 故 
1G。- 互 ,| =?( 百 ), 平 是 gE。- { 忆 ,是 百 的 极 大 并 列 
集 ， 但 其 合 不 含 x;， 这 是 考 盾 。 
故 车 玉 是 平衡 的 ， 必 有 v(H)=r(H)。 
《证 毕 》 
推理 14.15。 设 厅 是 一 个 平衡 超 图 ， 秩 函数 为 r(4)， 则 


一 2 ma iAl 
al(H)=p(H)= se 5 


证 作 瑞 的 对 超 偶 图 瑟 "， 厅 "是 平衡 的 ， 是 有 
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a{H}y=r(H*), oH)=r(H*), 
据 本 定理 ， 有 v(H*)= rH*)>a(H)=p(H)， 
据 定理 14.13， 乃 有 


atH)=p(H)= mx [ 和】 


《证 毕 ) 
推理 14.15， 设 太 是 一 个 平衡 超 图 , 具 m 边 及 秩 函 数 r《 4) ， 
并 设 ASrm， 则 存在 一 个 8 边 的 复 盖 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 
kr(A}~ |Al>0 (ACX) 
证 据 推理 14.15。， 有 


-4 
7 
14 区 
Le 7 CAcx) 
A 
或 hr( A)>|Al (AE) 
反之 ， 设 此 式 成 立 ， 则 
14l rd 
PH PH) Tri aH), 


Pp( 太 ) = 达到 极 小 。 
联合 定理 14.14 与 定理 14.15， 可 以 推 得 关于 一 般 单纯 图 人 
的 一 个 重要 定理 ， 
设 已 给 单纯 图 G = (XX,E),， 命 
a(G) 表 示 G 的 稳固 数 (G 里 极 大 稳固 集 的 维 )， 
6(G) 表 示 G 里 分 划 民 的 集 酌 的 极 少 个 数 ， 
7(G) 表 示 G 的 着 色 数 ， 
afG) 表 示 G 里 集团 的 极 大 维 ， 
车 a(G4)s0(G4) C1) 
对 一 切 子 集 4 均 成 立 (4 忆 车)， 则 图 G 称 为 是 4 一 完备 的 。 
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车 对 一 切 4cX， 有 
(GD) = 0(0,), 《2) 
则 图 G 称 为 是 y 一 完备 的 。 

C。Berge 的 猜想 是 (1) 寺 >( 2 )， 这 样 的 图 便 称 为 是 完 
备 的 ,这 是 有 名 的 完备 图 的 猜想 。 下 定理 用 超 图 理论 ， 证 实 这 个 
猜想 ， 可 以 说 是 超 图 理论 中 最 美丽 的 部 份 ， 不 用 超 图 理论 也 可 
证 实 这 个 猜想 ， 关 于 后 者 ， 本 书 就 不 加 论述 了 ， 

设 G = ( 革 ， 书 ) 是 一 个 单纯 图 ， 久 是 其 极 大 集团 族 ， 再 设 
有 ACX, 力 CF 命 64, 力 是 一 个 图 , 乃 自 图 G 巾 舍 去 顶 X 一 A 
与 .如 以 外 的 边 得 来 ， 于 是 下 定理 成 立 : 

定理 14.16 ”以 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1) a(G4y 名) =0(G4, 多) 对 每 一 4 与 每 一 .更 均 成 立 ， 

(2) ?7(G4 多) = wo(Gh, 力 ) 对 每 一 A 与 每 一 加 均 成 立 ， 

(3) 图 G 时 每 一 奇 图， 至 少 含有 这 样 一 边 ，G 里 每 一 极 
火 集 团 ， 包 含 此 边 的 ， 必 会 奇 图 一 个 第 三 点 。 

证 作 超 图 五 = ( 邱 , 留 )， 取 @ 的 极 大 集团 为 边 ， 则 条 件 
《3 ) 等 价 于 


《3 ) 瑟 是 平衡 的 。 
而 (3 人 又 等 价 于 
《3*) 对 偶 图 如 "是 平衡 的 。 
同样 ，(1 ) 等 价 于 
(1》 2 (五 ') =r( 太 和 ) 对 右 * 的 每 一 部 份 于 
图 过’ 均 成立 。 
《2 ) 等 价 于 


《29y( 吾 ') =r( 五 人 ) 对 如 的 每 一 部 份子 图 均 
成 立 。 据 定理 14.13，(2 ) 等 价 于 (3’)， 据 定理 14.14，(1’) 等 
价 于 (3”), 故 (1)、(2)、(3 ) 是 等 价 的 ， 亦 即 (1) 与 (2 ) 是 
等 价 的 ，( 1 ) 是 图 G 的 a 一 完备 性 ，( 2 ) 是 G 的 y 一 完备 性 ， 故 
图 G6 的 oc 一 完备 性 守之 图 G 的 Y 一 完备 性 ， 这 就 是 Barpe 的 
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猜想 。 
本 定理 的 直接 证 明 ， 读 者 如 有 兴趣 ， 可 参看 ， 
C.Berge, Graphs et Hypergraphs ~ 书 第 二 版 (法 文 
版 ) 的 附录 。 
此 外 还 有 所 谓 正 规 超 图 与 全 单 模 超 图 ， 后 者 的 顶 边 结合 矩 
阵 是 全 单 模 (0,1) 一 矩阵 ， 这 种 称 阵 ， 在 整 线性 规划 里 很 重要 ， 
但 一 个 (0,2 矩 孟 ， 怎 样 才 是 全 单 模 的 ， 如 何 加 以 识别 ， 读 者 
可 和 参看， 
(C1)P,Camion, Characterization of totally unimo-~ 
dular Matrices, Proc, Ann.Math.Soc, 
TI6(1968)1068 一 1073 
(2)GHouila Houri, Charaterisation des Matrices 
totalment urimodulaires 
CRAcad, S.C.Paris 254(1962)1192—1193, 
(80A, ,Hoffmann, 1,B,Kruskal, Integral Bound- 
ary Point of Convex Polyhedra Ann of Math 
Studies 38,Priuatou 1956, 223 


习 题 


1 . 一 起 民 于 一 {人 ，#)，g 一 4 Ei/i€7}， 如果 对 一 切 JcT, 任意 1 jE€ 
J 由 有 IN 罗 ,二 由 导致 们 忆 1 寺 区 则 称 超 图 腰 满足 炎 莱 条 件 。 湛 证 明 。 超 图 凡是 保 
形 的 ， 当 且 仅 当 其 对 偶 厅 * 满足 舌 莱 条 件 。 

2 , 集合 EB 二 { cl，e2. ~…， em} 的 子 集 的 族 (XXX2…，XXn) 济 足 
甫 哥 条 件 . 当 呈 仅 当 对 每 个 3 重组 ( ei1，e ;，eh 》， 如 果 含有 其 中 至 少 2 个 顶点 的 
学 ?的 族 非 空 ， 则 它们 有 非 空 交 、 斌 证 明之 。 

3 . 设 G=《 闵 , 品 ) 是 一 个 树 ，{ 4i1iEI} 表 示 芝 的 子 乐 A 的 族 ， 且 
G4; 也 是 ~ 个 料 。 试 汪 明 ; 这 个 族 也 满足 炎 菜 条 件 。 


4 . 如果 G 是 无 玛 立 点 的 ? 阶 单纯 四 ， 则 有 ; 人 CG) 三 [ 全 ] 对 每 个 " 均 
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上 成立， 有 此 界 其 可 能 最 好 的 。 试 证 明之 。 

5 ， 超 图 ( 汪 ,6 ) 被 阁 为 是 遗传 六， 各 果 由 AE8， 训 4， 时 # 可 往 册 BE 
志 。 令 2 表示 & 的 所 有 形 如 : {Eit，Eiz, ……. Ein}, 其 中 Bi CEiacC …, 
C1n 的 # 的 子 集 族 的 集合 ， 试 证 明 ; 于 起 图 (<,% 》 是 保 形 汐 。 

在 ， 设 e162. .em 为 在 一 直线 上 的 点 , 汪 1, 汪 2. ……. 天 n 为 区 间 ， 且 没有 尾 
何 一 个 区 间 含 于 另 一 个 区 间 里 责 ， 试 于 “(XX1.Xs, 4) 认 对 介 超 图 HH* 
也 是 一 个 区 间 族 。 又 试 指出 。 如 何在 直线 放置 点 Xx*1，*2…x# 及 区 间 百 5， 五 2。 
…. 它 <。 便 得 当 目 仅 当 x iE 时 有 eiE€ XX;。 

7 .一 个 单纯 图 G 是 某 个 图 的 极 大 集团 的 代表 图 ， 当 且 公 当 G 中 存在 一 个 集团 
的 族 ( 五 ; | i 了) ， 使 有 ; 《 1 ) G 的 每 条 边 均 被 一 个 也 所 复 羡 ( 2 ) 族 (EE 
1 iE ) 满足 韩 菜 条 件 。 试 证 明之 。 

3 ,海松 形 如 {x | x (X12 


#2552，，a ey sb } 的 非 空 扩 全 的 族 。 试 证 明 ， 这 个 族 满足 畦 菜 条 


件 。 

和 ， 试 证 明 ， 如 暴 是 儿 # 的 代表 图 ， 则 (1 ) @ 有 ( 2 ) 个 点 ( 2 ) G 是 
2 《一 2 ) 次 正规 的 ，( 3 ) G 的 任 二 个 韭 相 邻 项 点 恰 有 4 个 公共 的 邻 点 ，( 4 》 
6 的 性 二 站 邻 点 含有 从 好 ( # 一 2 ) 个 公共 的 邻 点 。 

4，Hof fman ( 1960 ) 曾 证 明 ; 这 些 必要 条 件 世 是 充分 的 ， 仅 4 8 时 例外 。 
对 于 as 一 8 ， 此 处 存在 8 个 图 与 《 Ks ) 不 同 ， 但 同时 满 尼 这 些 条 售 。 

19， 试 证明 ， 如果 人 是 天 mn 的 代表 图 ， 则 ( 1 》 G 有 ms 个 顶点，( 2 )G 
是 m+n 一 2 次 正规 的 ，( 3 )》 任意 二 个 不 相 邻 的 顶点 性 含 有 2 个 公共 的 邻 点 . 
(4 ) 在 6 中 有 n《 吕 ) 对 让 息 点 偶 ， 它 们 均 恰 含 m 一 2 个 公共 的 邻 点 ， 又 愉 有 


hk JEN®: otextabl, oa 


x 


红 《 3 ) 时 相信 点 仿 ， 它 们 才 恰 合 《 1 一 2 ) 个 公共 的 邻 上 。 

Moon ( 1963 ) 与 Hof fman ( 1964 ) 元 指出 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 ， 仅 仅 对 
m 二 # 二 4 例外 ， 此 内 存在 有 图 与 上 《下 4 ,和 不同， 但 也 满足 条 件 (1 )~( 4 )。 
这 一 点 是 被 Shrikhande 《 1959 ) 所 发 现 的 。 

31. 试 证 明 : 一 个 联结 围 G 是 一 个 凤 的 代表 图 . 当 县 仅 当 ，G 的 每 个 决 都 是 一 
个 集团 ， 何 且 没 有 任何 三 个 块 含有 一 个 公共 顶点 。{ Ramachandra，Rao 1969 》 

12， 斌 证明 。 图 G 是 某 个 图 的 块 的 代表 图 , 当 县 仅 当 的 每 个 块 是 一 个 集团 、 
{Harary, 1969) 


406 


13. 如 果 关 是 完全 二 分 图 Kp, 9 的 边 集合 ，< 是 必 p，g 的 图 集合 , 试 证 明 : 入 
一 (天 上 ) 是 -个 超 轿 而且: 


?HH ) =(- 吉 -)】 (~ }， 知 p4 是 侦 数 ， 
如 pg 为 厅 数 。 


(Chartrand, Geller, Hedetniemi 1970) 
14 .如果 H 是 秩 为 3 的 匀称 的 十 图， 具 n 个 顶点 ， 且 满足 | EiNEj | =<1 
{i 1)， 则 每 个 极 大 稳 区 集 5 消 足 $ | S1 莹 [( M2}， 试 证 明之 。 
5， 试 证 明 $ 如 果 互 是 秩 为 占 z= 3 的 匀称 级 图 ， 且 | Ei Ei | <h-2《i 和 让 
则 超 图 五 的 稳定 数 4 济 中 


nbs] )， 

16, 斌 证 明 如 厅 是 n 阶 超 图 ， 色 数 为 x ( 到 》、 稳 因 攻 为 8《 五》， 则 有 ， 
x(HIBCH I en xCH}+ACH) n+1, 

17. 试 证 明 :如 果 起 图 及 的 色 数 为 ( 右 》~q， 则 万 仿 一 条 长 为 4 一 1 的 
链 . 

18, 试 证 明 ， 妇 果 h22，G=《 污 ，Y; 了 )》 是 一 单纯 两 分 图 , 且 1FCS) | 
二 (k~1) 15 | 二 1(ScX， SS$)， 而 且 G 的 任 一 个 除 G 以 外 的 部 分 图 均 不 
再 满足 此 条 外 ， 则 元 中 每 点 的 次 煞 均 为 

19 远 证 明 $ 如 82， 瑟 一 ( 吕 | iE1) 是 一 个 超 图 ， 且 IgE 上 ET) 


171+1，(JCI， 7 于 及 ) ， 风 越 略 刀 含 有 个 两 趴 不 相交 的 从 集 。 
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名 词 索引 


中 文 英文 页 码 
图 graph 3 
有 向 图 directed graph 4 
竞赛 图 tournament 4 
项 Yertex 5 
边 edge 5 
弧 arc 5 
平面 图 planar graph 7 
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非 平面 图 nonplanar graph 7 
了 一 重 图 p-greph 3 
单纯 图 simple graph 8 
环 loop 8 
都 分 图 partial graph 9 
子 图 sub-graph 9 
分 子 图 component 9 
联接 的 分 子 图 connected component 9 
仓 adjaceat 9 
矩阵 matrix a 
相 邻 矩阵 adjaceacy matrix 9 
链 chain 11 
初级 链 elementary chain 11 
图 cycle 12 
初级 图 elemeatary cycle 12 
路 path 12 
回路 circuit 12 
树 tree 19 
二 挂 点 pendant point 21 
路 顶 禁 (支撑 笃 ? spanning tree 22 
剑 树 cotree 22 
树 形 图 ， 有 根 的 特 aboresence. rooted tree, 24 
光 拉 图 Eulerian eyele 如 
尤 拉 型 的 Eulerian 44 
余 圈 cocyele 46 
向 基 Yector 4 
向 量 空间 Yector space 9 
空间 space 49 
子 空间 subspace 50 
图 维 效 cyclotomic number 50 
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底 

测 地 变换 
面 ， 区 域 

对 偶 图 

倒 特 森 图 

两 分 图 (人 悍 图 ) 
完全 图 
完全 两 分 图 
赫 尔 王 尔 图 

费 尔 罗 尔 斯 图 表 
网 络 

容量 

流 

可 行 流 《 许 可 流 》 
航 大 流量 一 极 小 截 量 定理 
截 集 

相 异 代表 肥 


供求 问题 
环流 定理 
势 差 
蒙 格 尔 
党 烙 尔 定 更 
半 次 
联接 性 
断 点 
桥 边 
联接 量 
边 联接 量 
极 小 k 一 联 
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base 

stereographic projection 
face, region 

eual of a graph 


Petersen graph 


bipartite graph ‘paar graph) 89 


complete grapk 

complete bipartite graph 

Herschel graph 

Ferrers diagram 

network 

capacity 

flow 

compatible flow 

Maxflow-mincut Theorem 

cut set 

System of distinct 
representations 

suply demand problom 

circulation theorem 

potential difference 

Menger 

Menger's theorem 

semi degree 

connectivity 

articulation point 

bridge 

vertex connectivity 

edge connectivity 


minimally k-—connected 


110 


114 


124 
130 


发 

拆 点 

加 边 

险 密 尔 顿 图 
险 密 尔 头 路 
险 密 尔 同 链 

险 密 尔 顿 型 ( H 一 型 ) 的 
等 鼓 

并 列 集 ( 对 集 ) 

饱和 和 


项 秩 
完全 并 列 集 
径 集 《 横贯 集 ? 
稳固 
稿 固 集 
极 大 稳固 集 
稳 圈 数 

着 色 

图 的 着 色 

着 色 指数 

着 色 数 
可 一 k 一 矢 色 
竹 界 

qq 一 临 界 
临界 图 
着 色 多 项 式 


chord, diagonal 
splitting of a vertex 
addition of an sdge 
Hamilton cycle 
Hamiiton path 
Hamitton chain 
Hamiltonean 
computer drum 
Matching 
saturated 
alternating chain 
alternating cycle 
covering 

mminium covering 
term rank 

perfect matching 
transversal 

stable 

stability set 
maximum stable set 
stabiliber numbes 
coloration 

coloring of 2 graph 
chromatic index 
chromatic number 
上 一 celourable 
critical 

9 一 efitical 

critical eraph 


chromatic polynomial 
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197 
200 
205 
205 
205 
205 
248 
248 
248 
248 
249 
254 
254 
260 
268 
280 
280 
280 
280 
280 
298 
298 
298 
319 
319 
327 
327 
327 
333 


人 1 


代表 图 
极 小 边 
超 图 的 径 集 


超 图 的 征集 数 


匀称 的 
"一 次 界 超 图 
射影 平 而 

可 一 q 一 着 色 
一 完备 
平 街 超 图 
强 一 9 一 着 色 
强 稳固 

强 稳固 数 
强 着 色 数 

维 

Q 一 完备 


412 


Ramsey theorem 

Ramsey number 

good colouring 

vertex good colouring 

edge good colouring 

good q—-colouring 

hypergraph 

rank 

rank function 

ksection 

maximal edge 

cosformal 

representatire graph 

minimal edge 

transversal of a 
hypergrgraph 

transversal number of a 
hyperaph 

uniform 

tcritical hypergraph 

projective plane 

q—colourable 

Y--perfect 

balanced hypergraph 

strong q—colouring 

strongly stable 

strongly stable number 

strong chromatic Lumber 

cardinality 


aperfect 


344 
344 
359 
359 
359 
4359 
384 
385 
385 
368 
387 
367 
371 
373 


378 


376 
383 
383 
388 
386 
391 
393 
398 
398 
398 
398 
400 
403 


